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 1الدرس الأول : المتطابقات المثلثية   

1 Identities Trigonometric 

 المتطابقات المثلثية  الأساسي  .1
 

ه إذا رُسِمت الزاوي 
َّ
ا أن

ً
 سابق

ُ
مْت

َّ
 ضلع   θ تعل

َّ
في الوضع القياسي، فإن

,𝑷(𝒙 انتهائها يقطع دائرة الوحدة في نقط  وحيدة هي 𝒚)   كما يظهر

𝒚في الشكل المجاور. ومنه، فإن:   = 𝐜𝐨𝐬 𝛉    ,   𝒙 = 𝐬𝐢𝐧 𝛉. 

 النقط  
َّ
لاحِظ أن

ُ
,𝑷(𝒙أ 𝒚)   ،تقع على دائرة مركزها نقط  الأصل

طْرها وحدة واحدة ، لذا تنتج المعادلتان الآتيتةان: 
ُ
 ونصف ق

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏   ,   𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 = 𝟏 

 المعادل : 
َّ
ا أن

ً
لاحِظ أيض

ُ
𝐜𝐨𝐬𝟐أ 𝛉 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 = صحيح  لجميع  𝟏

سمّى  𝛉قِيَم 
ُ
 .متطابق  مثلثية ؛ لذا ت

في ما يأتي المتطابقات المثلثية  الأساسي  الناتج  بصورة مباشرة من  

ا
ً
ها سابق

ُ
 .تعريف الاقترانات المثلثية  الست  التي درسْت

 

 مفهوم أساسي: المتطابقات المثلثية  الأساسي . 

 متطابقات المقلوب : •

𝐜𝐨𝐭 𝛉 =
𝟏

𝐭𝐚𝐧 𝛉
 𝐬𝐞𝐜 𝛉 =

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝛉
 𝐜𝐬𝐜 𝛉 =

𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝛉
 

 

 المتطابقات النسبية  :  •

 𝐜𝐨𝐭 𝛉 =
𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝐬𝐢𝐧 𝛉
 𝐭𝐚𝐧 𝛉 =

𝐬𝐢𝐧 𝛉

𝐜𝐨𝐬 𝛉
 

 

 متطابقات فيثةاغورس : •

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏 

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝛉 = 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉 

𝟏 + 𝐜𝐨𝐭𝟐 𝛉 = 𝐜𝐬𝐜𝟐 𝛉 
 

 متطابقات الزاويتين المتتةامتين :  •

𝐬𝐢𝐧 (
𝛑

𝟐
− 𝛉) = 𝐜𝐨𝐬 𝛉                𝐜𝐨𝐬 (

𝛑

𝟐
− 𝛉) = 𝐬𝐢𝐧 𝛉 

𝐭𝐚𝐧 (
𝛑

𝟐
− 𝛉) = 𝐜𝐨𝐭 𝛉                𝐜𝐨𝐭 (

𝛑

𝟐
− 𝛉) = 𝐭𝐚𝐧 𝛉 

𝐬𝐞𝐜 (
𝛑

𝟐
− 𝛉) = 𝐜𝐬𝐜 𝛉                 𝐜𝐬𝐜 (

𝛑

𝟐
− 𝛉) = 𝐬𝐞𝐜 𝛉 

 

 متطابقات الزاوي  السالب  : •

𝐬𝐢𝐧(−𝛉) = − 𝐬𝐢𝐧 𝛉 

𝐜𝐨𝐬(−𝛉) = 𝐜𝐨𝐬 𝛉 

𝐭𝐚𝐧(−𝛉) = − 𝐭𝐚𝐧 𝛉 

 

م
َّ
ا كتاب  متطابقات الزاويتين المتتةامتين بالدرجات،  أتعل

ً
: يُمكِن أيض

 مثل:
 

𝐬𝐢𝐧(𝟗𝟎° − 𝛉) = 𝐜𝐨𝐬 𝛉 

 

 -------------------------------------- 

𝐬𝐞𝐜أجد قيم   :  1مثال  𝛉  :إذا كان 

𝐬𝐢𝐧 𝛉 =
𝟑

𝟓
      ,    

𝛑

𝟐
< 𝛉 < 𝛑 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏 

(
𝟑

𝟓
)

𝟐

+ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏 

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 =
𝟏𝟔

𝟐𝟓
 

𝐜𝐨𝐬 𝛉 = ±
𝟒

𝟓
 

𝐜𝐨𝐬 𝛉 = −
𝟒

𝟓
 (جيب  التمام  سالب  في الربع  الثان )              

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝛉
= −

𝟓

𝟔
 

𝐬𝐞𝐜 𝛉 = −
𝟓

𝟔
 

 -------------------------------------- 

𝐭𝐚𝐧: أجد قيم    2مثال  𝛉  :إذا كان 

𝐬𝐞𝐜 𝛉 = −
𝟑

𝟐
      ,    𝛑 < 𝛉 <

𝟑𝛑

𝟐
 

 الحل :

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝛉 = 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉 

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝛉 = (−
𝟑

𝟐
)

𝟐

 

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝛉 =
𝟗

𝟒
 

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝛉 =
𝟗

𝟒
− 𝟏 

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝛉 =
𝟓

𝟒
 

𝐭𝐚𝐧 𝛉 = ±
√𝟓

𝟐
              

𝐭𝐚𝐧 𝛉 =
√𝟓

𝟐
 (الظل  موجب في الربع  الثالث )              
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أجد قيم  كلٍّ من النسب المثلثية  الآتية  ضمن الفترة  :   3مثال 

 المعطاة : 

(𝟏)   𝐜𝐨𝐭 𝛉    ,   𝐬𝐢𝐧 𝛉 =
𝟏

𝟑
      ,    𝟎 < 𝛉 <

𝛑

𝟐
 

𝟎 < 𝛉 <
𝛑

𝟐
   ⟶     𝐜𝐨𝐬 𝛉 > 𝟎    ,    𝐜𝐨𝐭 𝛉 > 𝟎 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏    ⟹      (
𝟏

𝟑
)

𝟐

+ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏 

⟹ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 =
𝟖

𝟗
   ⟹  𝐜𝐨𝐬 𝛉 =

𝟐√𝟐

𝟑
 

⟹   𝐜𝐨𝐭 𝛉 =
𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝐬𝐢𝐧 𝛉
=

𝟐√𝟐
𝟑
𝟏
𝟑

= 𝟐√𝟐 

 -------------------------------------- 

(𝟐)   𝐬𝐞𝐜 𝛉    ,   𝐭𝐚𝐧 𝛉 = −
𝟑

𝟕
      ,   

𝛑

𝟐
< 𝛉 < 𝛑 

𝛑

𝟐
< 𝛉 < 𝛑   ⟶     𝐬𝐞𝐜 𝛉 < 𝟎 

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉 = 𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝛉     ⟹      𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉 = 𝟏 + (
−𝟑

𝟕
)

𝟐

 

⟹ 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉 = 𝟏 +
𝟗

𝟒𝟗
   ⟹     𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉 = 𝟏 +

𝟗

𝟒𝟗
 

⟹ 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉 =
𝟓𝟖

𝟒𝟗
   ⟹   𝐬𝐞𝐜 𝛉 = −

√𝟓𝟖

𝟕
 

 -------------------------------------- 

(𝟑)   𝐭𝐚𝐧 𝛉    ,   𝐜𝐬𝐜 𝛉 = −
𝟓

𝟑
      ,    𝛑 < 𝛉 <

𝟑𝛑

𝟐
 

𝛑 < 𝛉 <
𝟑𝛑

𝟐
   ⟶     𝐭𝐚𝐧 𝛉 > 𝟎    ,     𝐜𝐨𝐬 𝛉 < 𝟎 

𝐬𝐢𝐧 𝛉 =
𝟏

𝐜𝐬𝐜 𝛉
= −

𝟑

𝟓
 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏   ⟹    (
−𝟑

𝟓
)

𝟐

+ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏 

⟹ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 =
𝟏𝟔

𝟐𝟓
   ⟹  𝐜𝐨𝐬 𝛉 = −

𝟒

𝟓
 

⟹   𝐭𝐚𝐧 𝛉 =
𝐬𝐢𝐧 𝛉

𝐜𝐨𝐬 𝛉
=

−
𝟑
𝟓

−
𝟒
𝟓

=
𝟑

𝟒
 

 -------------------------------------- 

(𝟒)   𝐬𝐢𝐧 𝛉    ,   𝐬𝐞𝐜 𝛉 =
𝟗

𝟒
      ,   

𝟑𝛑

𝟐
< 𝛉 < 𝟐𝛑 

𝟑𝛑

𝟐
< 𝛉 < 𝟐𝛑   ⟶     𝐬𝐢𝐧 𝛉 < 𝟎    ,     𝐜𝐨𝐬 𝛉 < 𝟎 

𝐜𝐨𝐬 𝛉 =
𝟏

𝐬𝐞𝐜 𝛉
=

𝟒

𝟗
 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏   ⟹      𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + (
𝟒

𝟗
)

𝟐

= 𝟏 

⟹ 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 =
𝟔𝟓

𝟖𝟏
   ⟹  𝐬𝐢𝐧 𝛉 = −

√𝟔𝟓

𝟗
 

 تبسيط المقادير المثلثية  وإعادة كتابتها  .2
 

تبسيط المقادير المثلثية  هو كتاب  المقادير بدلال  اقتران مثلثي واحد 

 أمكن( ، ويُمكِن ذلك باستعمال المتطابقات المثلثية . 
ْ
 فقط )إن

 من المقادير المثلثية  الآتية  :  1مثال 

ً
ىً

لًّ
ُ
ط ك بسِّ

ُ
 : أ

(𝟏)   𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏) 

                                        = − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙) 

                                        = − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 

                                        = − 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟐)  
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

 الحل :

 
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
=  

𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙) + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙)
 

                                    =  
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙)
 

                                    =  
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙)
 

                                    =  
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
=  𝐬𝐞𝐜 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟑)  𝐜𝐨𝐬 (
𝝅

𝟐
− 𝒙) 𝐜𝐨𝐭 𝒙 

 الحل :

 𝐜𝐨𝐬 (
𝝅

𝟐
− 𝒙) 𝐜𝐨𝐭 𝒙 =  𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙 

                                    =  𝐬𝐢𝐧 𝒙 (
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
) 

                                    = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 -------------------------------------- 

 من المقادير المثلثية  الآتية  :  2مثال 

ً
ىً

لًّ
ُ
ط ك بسِّ

ُ
 : أ

(𝒂)   𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝐜𝐬𝐜 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙) 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝐜𝐬𝐜 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙) = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐬𝐜 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 

                                        = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 (
𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒙
) − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 

                                        = 𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 

                                       = 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 
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(𝒃)  𝟏 +
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

 الحل :

 
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
= 𝟏 +  

𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙) + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙)
 

                                    = 𝟏 +  
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙)
 

                                    = 𝟏 +  
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙)
 

                                    =  𝟏 +
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

                                    = 𝟏 +  𝐬𝐞𝐜 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝒄)  𝐬𝐢𝐧 (
𝝅

𝟐
− 𝒙) 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

 الحل :

 𝐬𝐢𝐧 (
𝝅

𝟐
− 𝒙) 𝐬𝐞𝐜 𝒙 =  𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

                                    =  𝐜𝐨𝐬 𝒙 (
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
) 

                                    = 𝟏 

 -------------------------------------- 

 من العبارات المثلثية  الآتية  : :  3مثال 

ً
ىً

لًّ
ُ
ط ك بسِّ

ُ
 أ

(𝟏)   𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

 الحل :

𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
= 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟐)  
𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

 الحل :

𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
=

𝟏
𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                           =
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

                           =
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

                           =
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
= 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

 

 

 

 

 

(𝟑)  
𝐜𝐨𝐬 (

𝝅
𝟐

− 𝒙)

𝐜𝐬𝐜 𝒙
+ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 

 الحل :

𝐜𝐨𝐬 (
𝝅
𝟐

− 𝒙)

𝐜𝐬𝐜 𝒙
+ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 =

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏
𝐬𝐢𝐧 𝒙

+ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 

                                          = 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 

                                          = 𝟏 

 -------------------------------------- 

(𝟒)  
𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

 الحل :

              =
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
−

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
−

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

             = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝟏 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙 − 𝟏 

             = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟓)  
(𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐 − 𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

 الحل :

       =
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

       =
𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

       = 𝟐 

 -------------------------------------- 

(𝟔)  
𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐭𝐚𝐧 𝒙
 

 الحل :

𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐭𝐚𝐧 𝒙
=

𝟏
𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝐜𝐨𝐬 𝒙

 

                           =
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                           =
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                           = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 
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 كتاب  المقادير المثلثية  بحيث لا تحوي كسرًا  .3
 

أحتاج في بعض المسائل إلى إعادة كتاب  المقادير المثلثية  بحيث لا تحوي 

ا باستعمال الضرب في المُرافِق.  
ً
كسرًا، ويُمكِن عمل ذلك أحيان

، عندما يكون المقام في صورة  
ًً

𝟏فمثلًّ ± 𝒖   أو صورة ،𝒖 ± ني   𝟏
َّ
، فإن

ق متطابقات   طبِّ
ُ
ضرِب البسط والمقام في مُرافِق المقام، ثمَّ أ

َ
أ

 فيثةاغورس

 

: أعيد كتاب   1مثال 
𝟏

𝟏+𝐬𝐢𝐧 𝒙
 . 

ً
 بحيث لا يحوي كسرا

 الحل :

𝟏

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
=

𝟏

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
×

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                   =
𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

                   =
𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 

                   =
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
−

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 

                   =
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
−

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
×

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

                   = 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 − 𝐭𝐚𝐧 𝒙 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

 -------------------------------------- 

: أعيد كتاب    2مثال 
𝟏

𝟏+𝐜𝐨𝐬 𝒙
  . 

ً
 بحيث لا يحوي كسرا

 الحل :

𝟏

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
=

𝟏

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
×

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

                   =
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 

                   =
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

                   =
𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
−

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

                   =
𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
−

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
×

𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                   = 𝐜𝐬𝐜𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝐜𝐬𝐜 𝒙 

 

 

 

 

 

 

 

 

 إثبةات صِحَّ  متطابق  مثلثية . .4
 

 إلى تعريف  
ً
يُمكِن استعمال المتطابقات المثلثية  الأساسي ، إضاف 

خرى، عن  
ُ
الاقترانات المثلثية ، لإثبةات صِحَّ  متطابقات مثلثية  أ

تها إلى   طريق تحويل أحد طرفي المتطابق  المثلثية  المراد إثبةات صِحَّ

 متطابق  . 
ُّ
عَد

ُ
بةاع سلسل  من الخطوات، كلٌّ منها ت

ِّ
 الطرف الآخر بات

في ما يأتي بعض المبادئ العام  التي تساعدن على إثبةات صِحَّ   

 المتطابقات المثلثية  : 

ء بأحد طرفي المتطابق : أختار أحد طرفي المتطابق ، الذي  •
ْ
البَد

ا فيها غالبًا.
ً
 يكون أكثر تعقيد

استعمال المتطابقات المثلثية  المعروف : يُمكِنني استعمال  •

 إلى بعض المهارات  
ً
المتطابقات المثلثية  التي أعرفها، إضاف 

 .
ً
 الجبري ، لتحويل الطرف الذي اخترته بداي 

ا   •
ً
التحويل إلى اقتران الجيب أو جيب التمام: من المفيد أحيان

إعادة كتاب  جميع الاقترانات بدلال  اقتران الجيب وجيب  

 .التمام

 -------------------------------------- 

 ثبت صح  كل من المتطابقات الآتية  :  : أ 1مثال 

(𝟏)   𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 الحل :

ا؛ لذا أبدأ بالمقدار المثلثي  
ً
 طرف المتطابق  الأيسر أكثر تعقيد

َّ
لاحِظ أن

ُ
أ

 الموجود فيه: 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 (
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
) =

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

         =
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
=

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
− 𝐜𝐨𝐬 𝒙  = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟐)   𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙 =
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

ا؛ لذا أبدأ بالمقدار المثلثي  
ً
 طرف المتطابق  الأيمن أكثر تعقيد

َّ
لاحِظ أن

ُ
أ

 الموجود فيه: 

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙
=

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙
×

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                   =
𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙)

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

                   =
𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙)

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
=

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

                  =
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

                  = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙 
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(𝟑)  
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
= 𝟐 𝐜𝐬𝐜 𝒙 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
=

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙) 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                                     =
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙) 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                                     =
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙) 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                                     =
𝟐 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙) 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                                     =
𝟐(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)

(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙) 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                                    =
𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒙
= 𝟐 𝐜𝐬𝐜 𝒙 

 -------------------------------------- 

 : أثبت صح  كل من المتطابقات الآتية  :   2مثال 

(𝒂)  𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝐜𝐬𝐜 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

 الحل :

𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 =
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
× 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

                      =
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                      =
𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                      =
𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒙
− 𝐬𝐢𝐧 𝒙  = 𝐜𝐬𝐜 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝒃)   
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
=

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

 الحل :

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
=

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
×

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

                   =
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)
 

                   =
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)
=

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

 -------------------------------------- 

(𝒄)  
𝟏

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝟏

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
= 𝟐 𝐜𝐬𝐜𝟐 𝒙 

 

𝟏

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝟏

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
=

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 

                                            =
𝟐

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
= 𝟐 𝐜𝐬𝐜𝟐 𝒙 

 

ثبِت صِحَّ  كلٍّ من المتطابقات الآتية  : :  3مثال 
ُ
 أ

(𝟏)  𝐜𝐨𝐭(−𝒙) 𝐜𝐨𝐬(−𝒙) + 𝐬𝐢𝐧(−𝒙) = − 𝐜𝐬𝐜 𝒙 

 الحل :

                  = − 𝐜𝐨𝐭 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

                  = −
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
× 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

                  =
− 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                 =
−𝟏

𝐬𝐢𝐧 𝒙
= − 𝐜𝐬𝐜 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟐)  (𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐 = 𝟏 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 الحل :

(𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐 = 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 + 𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙 

                                = 𝟏 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟑) 
(𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
=

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐
 

 الحل :

(𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
=

(𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐

(𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙)
 

                              =
(𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)

(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙)
 

                              =
(𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙)

(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙)
×

(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙)

(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙)
 

                              =
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐
 

 -------------------------------------- 

(𝟒) 
𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
= (𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝐭𝐚𝐧 𝒙)𝟐 

 الحل :

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
=

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
×

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

                  =
(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝟐

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

                  =
(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝟐

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 

                  = (
𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
)

𝟐

 

                  = (𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝐭𝐚𝐧 𝒙)𝟐 
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(𝟓) 𝐬𝐢𝐧𝟒 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝟒 𝒙 = 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧𝟒 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝟒 𝒙 

    = (𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙)(𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙) 

    = (𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙)(𝟏) 

    = 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟔)  
𝟏

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙
−

𝟏

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
= 𝟐 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

 الحل :

𝟏

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙
−

𝟏

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

  =
𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

 =
𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 

 = 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟕)  𝐥𝐧|𝐭𝐚𝐧 𝛉| = 𝐥𝐧|𝐬𝐢𝐧 𝛉| − 𝐥𝐧|𝐜𝐨𝐬 𝛉| 

 الحل :

𝐥𝐧|𝐭𝐚𝐧 𝛉| = 𝐥𝐧 |
𝐬𝐢𝐧 𝛉

𝐜𝐨𝐬 𝛉
| 

                   = 𝐥𝐧
|𝐬𝐢𝐧 𝛉|

|𝐜𝐨𝐬 𝛉|
 

                   = 𝐥𝐧|𝐬𝐢𝐧 𝛉| − 𝐥𝐧|𝐬𝐢𝐧 𝛉| 

 -------------------------------------- 

(𝟖)  𝐥𝐧|𝐬𝐞𝐜 𝛉 + 𝐭𝐚𝐧 𝛉| + 𝐥𝐧|𝐬𝐞𝐜 𝛉 − 𝐭𝐚𝐧 𝛉| = 𝟎 

 الحل :

𝐥𝐧|𝐬𝐞𝐜 𝛉 + 𝐭𝐚𝐧 𝛉| + 𝐥𝐧|𝐬𝐞𝐜 𝛉 − 𝐭𝐚𝐧 𝛉| 

        = 𝐥𝐧|𝐬𝐞𝐜 𝛉 + 𝐭𝐚𝐧 𝛉||𝐬𝐞𝐜 𝛉 − 𝐭𝐚𝐧 𝛉| 

        = 𝐥𝐧|(𝐬𝐞𝐜 𝛉 + 𝐭𝐚𝐧 𝛉)(𝐬𝐞𝐜 𝛉 − 𝐭𝐚𝐧 𝛉)| 

        = 𝐥𝐧|𝐬𝐞𝐜𝟐 𝛉 − 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝛉| 

        = 𝐥𝐧|𝟏| 

        = 𝟎 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تحويل كل طرف إلى مقدار مثلثي وسيط. .5
 

ا تحويل كل طرف من المتطابق  المثلثية  المراد إثبةات  
ً
ل أحيان

َّ
يُفض

تها إلى مقدار مثلثي وسيط  . صِحَّ

 : أثبت صح  المتطابق  الآتية  :   1مثال 

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
=

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙

𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝟏
 

 الحل :

ل كلًّ الطرفين إلى مقدار مثلثي   حوِّ
ُ
دان؛ لذا أ

َّ
 طرفي المتطابق  مُعق

َّ
لاحِظ أن

ُ
أ

ءًا بالطرف الأيسر :
ْ
 وسيط، بَد

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
=

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
= 𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝟏 

ل الطرف الأيمن إلى المقدار المثلثي الوسيط  حوِّ
ُ
𝐬𝐞𝐜الآن، أ 𝒙 + 𝟏 

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙

𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝟏
=

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 − 𝟏

𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝟏
 

                   =
(𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝟏)(𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝟏)

𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝟏
 

                   = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝟏 

 الطرفين يساويان المقدار المثلثي نفسه، إذن المتطابق  صحيح  
َّ
 بما أن

 -------------------------------------- 

 : أثبت صح  المتطابق  الآتية  :    2مثال 

(𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙)𝟐 = 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 + 𝐜𝐬𝐜𝟐 𝒙 

 الحل :

ل كلًّ الطرفين إلى مقدار مثلثي   حوِّ
ُ
دان؛ لذا أ

َّ
 طرفي المتطابق  مُعق

َّ
لاحِظ أن

ُ
أ

ءًا بالطرف الأيسر :
ْ
 وسيط، بَد

(𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙)𝟐 = (
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
)

𝟐

 

                                 = (
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙
)

𝟐

 

                                 = (
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙
)

𝟐

 

                                 =
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

ل الطرف الأيمن إلى المقدار المثلثي الوسيط  حوِّ
ُ
الآن، أ

𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 + 𝐜𝐬𝐜𝟐 𝒙 =
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
+

𝟏

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

                                 =
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

                                 =
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
 

 الطرفين يساويان المقدار المثلثي نفسه، إذن المتطابق  صحيح  
َّ
 بما أن
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 متطابقات المجموع والفرق. .6
 

 في الأمثل  السابق  كيفي  استعمال المتطابقات المثلثية   
ُ
مْت

َّ
تعل

لإيجاد قِيَم اقترانات مثلثية ، وتبسيط عبارات مثلثية ، وإثبةات صِحَّ   

م الآن كيفي  استعمال مجموع  من 
َّ
خرى. وسأتعل

ُ
متطابقات أ

 .المتطابقات لإيجاد قيم  اقتران مثلثي لمجموع زاويتين أو الفرق بينهما 
 

 مفهوم أساسي: متطابقات المجموع والفرق.

 متطابقات المجموع :  •

𝐬𝐢𝐧(𝐚 + 𝐛) = 𝐬𝐢𝐧 𝐚 𝐜𝐨𝐬 𝐛 + 𝐜𝐨𝐬 𝐚 𝐬𝐢𝐧 𝐛          

𝐜𝐨𝐬(𝐚 + 𝐛) = 𝐜𝐨𝐬 𝐚 𝐜𝐨𝐬 𝐛 − 𝐬𝐢𝐧 𝐚 𝐬𝐢𝐧 𝐛 

𝐭𝐚𝐧(𝐚 + 𝐛) =
𝐭𝐚𝐧 𝐚 + 𝐭𝐚𝐧 𝐛

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧 𝐚 𝐭𝐚𝐧 𝐛
                                

 

 متطابقات الفرق :  •

𝐬𝐢𝐧(𝐚 − 𝐛) = 𝐬𝐢𝐧 𝐚 𝐜𝐨𝐬 𝐛 − 𝐜𝐨𝐬 𝐚 𝐬𝐢𝐧 𝐛  

𝐜𝐨𝐬(𝐚 − 𝐛) = 𝐜𝐨𝐬 𝐚 𝐜𝐨𝐬 𝐛 + 𝐬𝐢𝐧 𝐚 𝐬𝐢𝐧 𝐛 

𝐭𝐚𝐧(𝐚 − 𝐛) =
𝐭𝐚𝐧 𝐚 − 𝐭𝐚𝐧 𝐛

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 𝐚 𝐭𝐚𝐧 𝐛
                   

 

ا يأتي من دون استعمال الآل  الحاسب  :  1مثال   : أجد قيم  كلٍّ ممى

(𝟏)   𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟓°  

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟓° = 𝐬𝐢𝐧(𝟔𝟎° − 𝟒𝟓°) 

               = 𝐬𝐢𝐧 𝟔𝟎° 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝟓° − 𝐜𝐨𝐬 𝟔𝟎° 𝐬𝐢𝐧 𝟒𝟓°  

               = (
√𝟑

𝟐
) (

𝟏

√𝟐
) −

𝟏

𝟐
(

𝟏

√𝟐
) 

              =
√𝟑 − 𝟏

𝟐√𝟐
 

 -------------------------------------- 

(𝟐)   𝐭𝐚𝐧
𝟓𝝅

𝟏𝟐
 

 الحل :

𝐭𝐚𝐧
𝟓𝝅

𝟏𝟐
= 𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟒
+

𝝅

𝟔
) 

               =
𝐭𝐚𝐧

𝝅
𝟒 + 𝐭𝐚𝐧

𝝅
𝟔

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟒 𝐭𝐚𝐧

𝝅
𝟔

 

               =

𝟏 +
𝟏

√𝟑
 

𝟏 − 𝟏 (
𝟏

√𝟑
)

=

√𝟑 + 𝟏

√𝟑

√𝟑 − 𝟏

√𝟑

=
√𝟑 + 𝟏

√𝟑 − 𝟏
 

 

 

(𝟑)   𝐜𝐨𝐬 𝟐𝟎° 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝟎° − 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝟎° 𝐬𝐢𝐧 𝟒𝟎°  

          = 𝐜𝐨𝐬(𝟒𝟎° + 𝟐𝟎°) 

          = 𝐜𝐨𝐬 𝟔𝟎° =
𝟏

𝟐
 

 -------------------------------------- 

ا يأتي من دون استعمال الآل  الحاسب  : 2مثال   : أجد قيم  كلٍّ ممى

(𝒂)   𝐜𝐨𝐬 𝟕𝟓°  

               = 𝐜𝐨𝐬(𝟒𝟓° + 𝟑𝟎°) 

               = 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝟓° 𝐜𝐨𝐬 𝟑𝟎° − 𝐬𝐢𝐧 𝟒𝟓° 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝟎°  

               = (
𝟏

√𝟐
) (

√𝟑

𝟐
) − (

𝟏

√𝟐
) (

𝟏

𝟐
) 

              =
√𝟑 − 𝟏

𝟐√𝟐
 

 -------------------------------------- 

(𝒃)   𝐭𝐚𝐧
𝝅

𝟏𝟐
 

                = 𝐭𝐚𝐧 (
𝝅

𝟑
−

𝝅

𝟒
) 

               =
𝐭𝐚𝐧

𝝅
𝟑 + 𝐭𝐚𝐧

𝝅
𝟒

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟑 𝐭𝐚𝐧

𝝅
𝟒

 

               =
√𝟑 − 𝟏

𝟏 + √𝟑
 

 -------------------------------------- 

(𝒄)   𝐬𝐢𝐧 𝟖𝟎° 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝟎° − 𝐜𝐨𝐬 𝟖𝟎° 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝟎° 

          = 𝐬𝐢𝐧(𝟖𝟎° − 𝟐𝟎°) 

          = 𝐬𝐢𝐧 𝟔𝟎°  

          =
√𝟑

𝟐
 

 -------------------------------------- 

  الآلة استعمال دون من الآتية المثلثية النسب من كل     قيمة أجد:   3مثال 
 : الحاسبة

(𝟏)  𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟔𝟓° 
                 = 𝐬𝐢𝐧(𝟏𝟖𝟎° − 𝟏𝟔𝟓°) 
                  = 𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟓° 
                  = 𝐬𝐢𝐧(𝟒𝟓° − 𝟑𝟎°) 
                  = 𝐬𝐢𝐧 𝟒𝟓° 𝐜𝐨𝐬 𝟑𝟎° − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝟓° 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝟎° 

                  = (
𝟏

√𝟐
) (

√𝟑

𝟐
) − (

𝟏

√𝟐
) (

𝟏

𝟐
) 

                  =
√𝟑 − 𝟏

𝟐√𝟐
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(𝟐)  𝐭𝐚𝐧 𝟏𝟗𝟓° 

                  = 𝐭𝐚𝐧(𝟏𝟗𝟓° − 𝟏𝟖𝟎°) 
                  = 𝐭𝐚𝐧 𝟏𝟓° 
                  = 𝐭𝐚𝐧(𝟔𝟎° − 𝟒𝟓°) 

                  =
𝐭𝐚𝐧 𝟔𝟎° − 𝐭𝐚𝐧 𝟒𝟓°

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 𝟔𝟎° 𝐭𝐚𝐧 𝟒𝟓°
 

                  =
√𝟑 − 𝟏

𝟏 + √𝟑
 

-------------------------- ------------ 

(𝟑)  𝐬𝐞𝐜 (−
𝝅

𝟏𝟐
) 

                     = 𝐬𝐞𝐜
𝝅

𝟏𝟐
=

𝟏

𝐜𝐨𝐬
𝝅

𝟏𝟐

=
𝟏

𝐜𝐨𝐬 (
𝝅
𝟒

−
𝝅
𝟔

)
 

                      =
𝟏

𝐜𝐨𝐬
𝝅
𝟒

𝐜𝐨𝐬
𝝅
𝟔

+ 𝐬𝐢𝐧
𝝅
𝟒

𝐬𝐢𝐧
𝝅
𝟔

 

                      =
𝟏

𝟏

√𝟐
×

√𝟑
𝟐 +

𝟏

√𝟐
×

𝟏
𝟐

 

                      =
𝟏

√𝟑 + 𝟏

𝟐√𝟐

=
𝟐√𝟐

√𝟑 + 𝟏
 

-------------------------- ------------ 

(𝟒)  𝐬𝐢𝐧 (
𝟏𝟕𝝅

𝟏𝟐
) 

                     = 𝐬𝐢𝐧 (𝝅 +
𝟓𝝅

𝟏𝟐
) = − 𝐬𝐢𝐧 (

𝝅

𝟒
+

𝝅

𝟔
) 

                      = − (𝐬𝐢𝐧
𝝅

𝟒
𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟔
+ 𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟒
𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟔
) 

                      = − (
𝟏

√𝟐
×

√𝟑

𝟐
+

𝟏

√𝟐
×

𝟏

𝟐
) 

                      =
√𝟑 + 𝟏

𝟐√𝟐
 

-------------------------- ------------ 

(𝟓)  𝐬𝐢𝐧
𝝅

𝟏𝟖
𝐜𝐨𝐬

𝟓𝝅

𝟏𝟖
+ 𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟏𝟖
𝐬𝐢𝐧

𝟓𝝅

𝟏𝟖
 

         = 𝐬𝐢𝐧 (
𝝅

𝟏𝟖
+

𝟓𝝅

𝟏𝟖
) = 𝐬𝐢𝐧

𝟔𝝅

𝟏𝟖
= 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟑
=

√𝟑

𝟐
 

-------------------------- ------------ 

(𝟐𝟒) 
𝐭𝐚𝐧 𝟒𝟎° − 𝐭𝐚𝐧 𝟏𝟎°

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 𝟒𝟎° 𝐭𝐚𝐧 𝟏𝟎°
 

          = 𝐭𝐚𝐧(𝟒𝟎° − 𝟏𝟎°)  = 𝐭𝐚𝐧 𝟑𝟎°  

           =
𝟏

√𝟑
 

 

خرى .7
ُ
 .إثبةات صِحَّ  متطابقات مثلثية  أ

ا استعمال متطابقات المجموع والفرق لإثبةات صِحَّ   
ً
يُمكِنني أيض

خرى
ُ
 .متطابقات مثلثية  أ

ا يأتي::  1مثال  ثبِت صِحَّ  كل متطابق  ممى
ُ
 أ

(𝟏)   𝐜𝐨𝐬 (
𝝅

𝟐
− 𝒙) = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

 الحل :

ا؛ لذا أبدأ بالمقدار المثلثي  
ً
 طرف المتطابق  الأيسر أكثر تعقيد

َّ
لاحِظ أن

ُ
أ

 الموجود فيه: 

𝐜𝐨𝐬 (
𝝅

𝟐
− 𝒙) = 𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝒙 

                        = (𝟎) 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + (𝟏) 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

                       = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟐)  
𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧 𝒙
= 𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟒
+ 𝒙) 

 الحل :

 أبدأ بالمقدار المثلثي الموجود في طرف المتطابق  الأيمن 

𝐭𝐚𝐧 (
𝝅

𝟒
+ 𝒙) =

𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟒 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟒 𝐭𝐚𝐧 𝒙

 

                       =
𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧 𝒙
 

 -------------------------------------- 

ا يأتي:  2مثال  ثبِت صِحَّ  كل متطابق  ممى
ُ
 : أ

(𝒂)   𝐭𝐚𝐧 (
𝝅

𝟐
− 𝒙) = 𝐜𝐨𝐭 𝒙 

 الحل :

ا؛ لذا أبدأ بالمقدار المثلثي  
ً
 طرف المتطابق  الأيسر أكثر تعقيد

َّ
لاحِظ أن

ُ
أ

 الموجود فيه: 

𝐭𝐚𝐧 (
𝝅

𝟐
− 𝒙) =

𝐬𝐢𝐧 (
𝝅
𝟐 − 𝒙)

𝐜𝐨𝐬 (
𝝅
𝟐

− 𝒙)
=

𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙
= 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝒃)  
𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝟏

𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝟏
= 𝐭𝐚𝐧 (𝒙 −

𝝅

𝟒
) 

 الحل :

 أبدأ بالمقدار المثلثي الموجود في طرف المتطابق  الأيمن 

𝐭𝐚𝐧 (𝒙 −
𝝅

𝟒
) =

𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟒

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙 𝐭𝐚𝐧
𝝅
𝟒

 

                        =
𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝟏

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙
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 أسئل  متنوع 

أستعمل الشكل المجاور لإيجاد قيم  كلٍّ من الاقترانات  : 1سؤال 

 : 
َّ
 الآتية ، علمًا بأن

𝒇(𝒙) = 𝐬𝐢𝐧 𝒙    ,   𝒈(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬 𝒙    ,   𝒉(𝒙) = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

 
(𝟏)  𝒇(𝜶 + 𝜷) 

 الحل :

𝒂𝟐 + 𝟒 = 𝟓     →      𝒂 =  (لأن النقط   في الربع  الثان )     𝟏−

(−
𝟏

𝟒
)

𝟐

+ 𝒃𝟐 = 𝟏     →      𝒃 = −
√𝟏𝟓

𝟒
  

𝐬𝐢𝐧 𝜶 = −
√𝟏𝟓

𝟒
    ,    𝐜𝐨𝐬 𝜶 = −

𝟏

𝟒
     ,    𝐭𝐚𝐧 𝜶 = √𝟏𝟓  

𝐬𝐢𝐧 𝜷 =
𝟐

𝟓
    ,    𝐜𝐨𝐬 𝜷 = −

𝟏

𝟓
     ,    𝐭𝐚𝐧 𝜷 = −𝟐  

𝒇(𝜶 + 𝜷) = 𝐬𝐢𝐧(𝜶 + 𝜷) 

                   = 𝐬𝐢𝐧 𝜶 𝐜𝐨𝐬 𝜷 + 𝐜𝐨𝐬 𝜶 𝐬𝐢𝐧 𝜷  

                   =
√𝟏𝟓

𝟐𝟎
−

𝟐

𝟐𝟎
  

                   =
√𝟏𝟓 − 𝟐

𝟐𝟎
 

 -------------------------------------- 

(𝟐)  𝒈(𝜶 − 𝜷) 

 الحل :

𝒈(𝜶 + 𝜷) = 𝐜𝐨𝐬(𝜶 − 𝜷) 

                   = 𝐜𝐨𝐬 𝜶 𝐜𝐨𝐬 𝜷 + 𝐬𝐢𝐧 𝜶 𝐬𝐢𝐧 𝜷  

                   =
𝟏 − 𝟐√𝟏𝟓

𝟐𝟎
 

 -------------------------------------- 

(𝟑)  𝒉(𝜶 + 𝜷) 

 الحل :

𝒉(𝜶 + 𝜷) = 𝐭𝐚𝐧(𝜶 − 𝜷) =
𝐭𝐚𝐧 𝜶 + 𝐭𝐚𝐧 𝜷

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧 𝜶 𝐭𝐚𝐧 𝜷
 

                                               =
√𝟏𝟓 − 𝟐

𝟏 + 𝟐√𝟏𝟓
 

 

 

منشور: يُمكِن قياس معامل انكسار الضوء الأبيض في   : 2سؤال 

 المنشور باستعمال المعادل  الآتية  : 

𝒏 =
𝐬𝐢𝐧 (

𝛉
𝟐

+
𝜶
𝟐

)

𝐬𝐢𝐧
𝛉
𝟐

 

𝜶إذا كانت   = ب في   𝟔𝟎°
َ
كت
ُ
 معادل  معامل الانكسار ت

َّ
ثبِت أن

ُ
، فأ

 صورة:

𝒏 =
√𝟑

𝟐
+

𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐭

𝛉

𝟐
 

 الحل :

𝒏 =
𝐬𝐢𝐧 (

𝛉
𝟐 +

𝟔𝟎°

𝟐 )

𝐬𝐢𝐧
𝛉
𝟐

=
𝐬𝐢𝐧 (

𝛉
𝟐 + 𝟑𝟎°)

𝐬𝐢𝐧
𝛉
𝟐

 

                          =
𝐬𝐢𝐧

𝛉
𝟐

𝐜𝐨𝐬 𝟑𝟎° + 𝐜𝐨𝐬
𝛉
𝟐

𝐬𝐢𝐧 𝟑𝟎°

𝐬𝐢𝐧
𝛉
𝟐

 

                          =

√𝟑
𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝛉
𝟐 +

𝟏
𝟐 𝐜𝐨𝐬

𝛉
𝟐

𝐬𝐢𝐧
𝛉
𝟐

=
√𝟑

𝟐
+

𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐭

𝛉

𝟐
 

 -------------------------------------- 

𝒈(𝒙)إذا كان   : 3سؤال  = 𝐜𝐨𝐬 𝒙   :
َّ
ثبِت أن

ُ
 ، فأ

𝒈(𝒙 + 𝒉) − 𝒈(𝒙)

𝒉
= − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 (

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒉

𝒉
) − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 (

𝐬𝐢𝐧 𝒉

𝒉
) 

 الحل :

𝒈(𝒙 + 𝒉) − 𝒈(𝒙)

𝒉
=

𝐜𝐨𝐬(𝒙 + 𝒉) − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝒉
 

                         =
𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒉 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒉 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝒉
 

                         =
𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒉 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝒉
−

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒉

𝒉
 

                         = − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 (
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒉

𝒉
) − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 (

𝐬𝐢𝐧 𝒉

𝒉
) 

 -------------------------------------- 

𝐬𝐢𝐧إذا كان:    : 4سؤال  (𝒙 +
𝝅

𝟔
) = 𝒂 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝒃 𝐜𝐨𝐬 𝒙  فأجد ،

 .𝒃و  𝒂قيم  كلٍّ من  

𝐬𝐢𝐧 (𝒙 +
𝝅

𝟔
) = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟔
+ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟔
 

                        =
√𝟑

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝒙 +

𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝒙 

𝒂 =
√𝟑

𝟐
    ,    𝒃 =

𝟏

𝟐
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ثبِت صِحَّ  كلٍّ من المتطابقات الآتية  : : 5سؤال 
ُ
 أ

(𝟏) 𝐬𝐢𝐧(𝑨 + 𝑩) + 𝐬𝐢𝐧(𝑨 − 𝑩) = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝑨 𝐜𝐨𝐬 𝑩 

= 𝐬𝐢𝐧 𝑨 𝐜𝐨𝐬 𝑩 + 𝐜𝐨𝐬 𝑨 𝐬𝐢𝐧 𝑩 + 𝐬𝐢𝐧 𝑨 𝐜𝐨𝐬 𝑩 − 𝐜𝐨𝐬 𝑨 𝐬𝐢𝐧 𝑩 

= 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝑨 𝐜𝐨𝐬 𝑩 

 -------------------------------------- 

(𝟐) 𝐬𝐢𝐧 𝑨 + 𝐜𝐨𝐬 𝑨 = √𝟐 𝐬𝐢𝐧 (𝑨 +
𝝅

𝟒
) 

 الحل :

√𝟐 𝐬𝐢𝐧 (𝑨 +
𝝅

𝟒
) = √𝟐 (𝐬𝐢𝐧 𝑨 𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟒
+ 𝐜𝐨𝐬 𝑨 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟒
) 

                              = √𝟐 (
𝟏

√𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝑨 +

𝟏

√𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝑨) 

                              = 𝐬𝐢𝐧 𝑨 + 𝐜𝐨𝐬 𝑨 

 -------------------------------------- 

(𝟑)
𝐬𝐢𝐧(𝑨 − 𝑩)

𝐜𝐨𝐬 𝑨 𝐜𝐨𝐬 𝑩
+

𝐬𝐢𝐧(𝑩 − 𝑪)

𝐜𝐨𝐬 𝑩 𝐜𝐨𝐬 𝑪
+

𝐬𝐢𝐧(𝑪 − 𝑨)

𝐜𝐨𝐬 𝑪 𝐜𝐨𝐬 𝑨
= 𝟎 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧(𝑨 − 𝑩)

𝐜𝐨𝐬 𝑨 𝐜𝐨𝐬 𝑩
+

𝐬𝐢𝐧(𝑩 − 𝑪)

𝐜𝐨𝐬 𝑩 𝐜𝐨𝐬 𝑪
+

𝐬𝐢𝐧(𝑪 − 𝑨)

𝐜𝐨𝐬 𝑪 𝐜𝐨𝐬 𝑨
 

=
𝐬𝐢𝐧 𝑨 𝐜𝐨𝐬 𝑩 − 𝐜𝐨𝐬 𝑨 𝐬𝐢𝐧 𝑩

𝐜𝐨𝐬 𝑨 𝐜𝐨𝐬 𝑩
+

𝐬𝐢𝐧 𝑩 𝐜𝐨𝐬 𝑪 − 𝐜𝐨𝐬 𝑩 𝐬𝐢𝐧 𝑪

𝐜𝐨𝐬 𝑩 𝐜𝐨𝐬 𝑪

+
𝐬𝐢𝐧 𝑪 𝐜𝐨𝐬 𝑨 − 𝐜𝐨𝐬 𝑪 𝐬𝐢𝐧 𝑨

𝐜𝐨𝐬 𝑪 𝐜𝐨𝐬 𝑨
 

=
𝐬𝐢𝐧 𝑨 𝐜𝐨𝐬 𝑩

𝐜𝐨𝐬 𝑨 𝐜𝐨𝐬 𝑩
−

𝐜𝐨𝐬 𝑨 𝐬𝐢𝐧 𝑩

𝐜𝐨𝐬 𝑨 𝐜𝐨𝐬 𝑩
+

𝐬𝐢𝐧 𝑩 𝐜𝐨𝐬 𝑪

𝐜𝐨𝐬 𝑩 𝐜𝐨𝐬 𝑪
−

𝐜𝐨𝐬 𝑩 𝐬𝐢𝐧 𝑪

𝐜𝐨𝐬 𝑩 𝐜𝐨𝐬 𝑪

+
𝐬𝐢𝐧 𝑪 𝐜𝐨𝐬 𝑨

𝐜𝐨𝐬 𝑪 𝐜𝐨𝐬 𝑨
−

𝐜𝐨𝐬 𝑪 𝐬𝐢𝐧 𝑨

𝐜𝐨𝐬 𝑪 𝐜𝐨𝐬 𝑨
 

= 𝐭𝐚𝐧 𝑨 − 𝐭𝐚𝐧 𝑩 + 𝐭𝐚𝐧 𝑩 − 𝐭𝐚𝐧 𝑪 + 𝐭𝐚𝐧 𝑪 − 𝐭𝐚𝐧 𝑨 

= 𝟎 

 -------------------------------------- 

(𝟒) 𝐜𝐨𝐬(𝒙 + 𝒚) 𝐜𝐨𝐬(𝒙 − 𝒚) = 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒚 

 الحل :

𝐜𝐨𝐬(𝒙 + 𝒚) 𝐜𝐨𝐬(𝒙 − 𝒚) 

= (𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒚 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒚)(𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒚 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒚) 

= 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒚 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒚 

= 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 (𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒚) − (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙) 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒚 

= 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒚 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒚 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒚 

= 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒚 

 θ مستقيمًا في المستوى الإحداثي، و 𝑳زاوي  الميل: إذا كان   : 6سؤال 

 الزاوي  𝒙الزاوي  التي يصنعها المستقيم مع المحور  
َّ
 θ الموجب، فإن

سمّى زاوي  ميل
ُ
 ميل المستقيم   𝑳المستقيم   ت

َّ
ثبِت أن

ُ
يعطى   𝒎.أ

𝒎بالمعادل :  = 𝐭𝐚𝐧 𝛉   :𝟎حيث < 𝛉 < 𝝅 . 

 

 الحل :

,𝒙𝟏)احداثيةاهما  𝑳نفرض نقطتين على المستقيم   𝒚𝟏) , (𝒙𝟐, 𝒚𝟐)   

 يساوي:   𝑳ميل المستقيم  

𝒎 =
𝒚𝟐 − 𝒚𝟏

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
 

 يساوي:   𝜽وظل الزاوي   

𝐭𝐚𝐧 𝛉 =
𝒚𝟐 − 𝒚𝟏

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
 

𝒎إذن، ميل المستقيم يساوي ظل زاوي  ميله، أي:  = 𝐭𝐚𝐧 𝛉 

 -------------------------------------- 

مستقيمين غير متوازيين في المستوى   𝐋𝟐و   𝐋𝟏إذا كان   : 7سؤال 

هي   𝝍 على الترتيب، وكانت 𝐦𝟐و   𝐦𝟏وميل كلٍّ منهما  الإحداثي،

الزاوي  الناتج  من تقاطع المستقيمين كما في الشكل المجاور،  

 :
َّ
 فأستعمل النتيج  من السؤال السابق لإثبةات أن

𝐭𝐚𝐧 𝝍 =
𝒎𝟐 − 𝒎𝟏

𝟏 + 𝒎𝟏𝒎𝟐
 

 هو حرف يونان يُقرَأ : )بساي( .  ψ ملحوظ : الرمز 

 

 الحل :

𝝍 = 𝜽𝟐 − 𝜽𝟏  

𝐭𝐚𝐧 𝝍 = 𝐭𝐚𝐧(𝜽𝟐 − 𝜽𝟏) =
𝐭𝐚𝐧 𝜽𝟐 − 𝐭𝐚𝐧 𝜽𝟏

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧 𝜽𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝜽𝟏
 

                                            =
𝒎𝟐 − 𝒎𝟏

𝟏 + 𝒎𝟏𝒎𝟐
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 مهارات التفكير العليا 

:  : 8سؤال 
َّ
ثبِت أن

ُ
: اعتمادًا على الشكل الآتي، أ

ٍّ
𝜶تحد + 𝜷 = 𝜸   ،

𝐭𝐚𝐧ثمَّ أجد  𝜸 . 

 

متقابلتان بالرأس، فهما  𝐃𝐂𝐆والزاوي   𝐀𝐂𝐁الزاوي    الحل :

، إذن:   𝐂𝐃𝐆و   𝐄𝐃𝐅متساويتةان في القياس، وكذلك الزاويتةان  

°𝟗𝟎يساوي   𝐃𝐂𝐆قياس الزاوي   − 𝜷   وقياس الزاوي𝐂𝐃𝐆 

°𝟗𝟎يساوي  − 𝜶 

𝜸 + 𝟗𝟎° − 𝜷 + 𝟗𝟎° − 𝜶 = 𝟏𝟖𝟎° 

𝜸 = 𝜶 + 𝜷 

𝒕𝒂𝒏 𝜸 = 𝒕𝒂𝒏(𝜶 + 𝜷) =
𝒕𝒂𝒏 𝜶 + 𝒕𝒂𝒏 𝜷

𝟏 − 𝒕𝒂𝒏 𝜶 𝒕𝒂𝒏 𝜷
 

                                        =

𝟒
𝟔 +

𝟑
𝟒

𝟏 − (
𝟒
𝟔) (

𝟑
𝟒)

=
𝟏𝟕

𝟔
 

 -------------------------------------- 

𝐭𝐚𝐧تبرير: إذا كان:   : 9سؤال  𝜶 = 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧، و   𝟏 𝜷 = 𝒙 − 𝟏 

  :
َّ
ثبِت أن

ُ
𝟐، فأ 𝐜𝐨𝐭(𝜶 − 𝜷) = 𝒙𝟐  .ر إجابتي برِّ

ُ
 ، ثمَّ أ

𝟐 𝐜𝐨𝐭(𝜶 − 𝜷) =
𝟐

𝒕𝒂𝒏(𝜶 − 𝜷)
 

                            =
𝟐(𝟏 + 𝒕𝒂𝒏 𝜶 𝒕𝒂𝒏 𝜷)

𝒕𝒂𝒏 𝜶 − 𝒕𝒂𝒏 𝜷
 

                            =
𝟐(𝟏 + (𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟏))

(𝒙 + 𝟏) − (𝒙 − 𝟏)
 

                            =
𝟐(𝟏 + 𝒙𝟐 − 𝟏)

𝟐
= 𝒙𝟐 

 -------------------------------------- 

𝐬𝐢𝐧تبرير: أجد قيم   : 9سؤال  (𝐜𝐨𝐬−𝟏 𝟏

𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧−𝟏 𝟏

√𝟐
ر  ( برِّ

ُ
، ثمَّ أ

 إجابتي. 

𝐬𝐢𝐧 (𝐜𝐨𝐬−𝟏
𝟏

𝟐
+ 𝐬𝐢𝐧−𝟏

𝟏

√𝟐
) = 𝐬𝐢𝐧 (

𝝅

𝟑
+

𝝅

𝟒
) 

                                      = 𝐬𝐢𝐧
𝝅

𝟑
𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟒
+ 𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟑
𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟒
 

                                      = (
√𝟑

𝟐
) (

𝟏

√𝟐
) + (

𝟏

𝟐
) (

𝟏

√𝟐
) 

                                      =
√𝟑 + 𝟏

𝟐√𝟐
 

أكتشف الخطأ: أكتشف الخطأ في المسأل  الآتية ، ثمَّ   : 01سؤال 

حه:  صحِّ
ُ
 أ

 

 الحل :

 الخطأ منذ بداي  الحل، وذلك في تطبيق القانون. 

 الحل الصحيح هو : 

𝐬𝐢𝐧 (𝒙 −
𝝅

𝟒
) = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟒
+ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟒
 

                       =
𝟏

√𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝒙 +

𝟏

√𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝒙 

                       =
𝟏

√𝟐
(𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙) 
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 2الدرس الثان : المتطابقات المثلثية  

2 Identities Trigonometric 

 لضعف الزاوي .  المتطابقات المثلثية  .1
 

ستعمَل متطابقات ضعف الزاوي  لإيجاد قيم  اقتران مثلثي عند 
ُ
ت

 .𝛉باستعمال قيم  الاقتران عند الزاوي   𝟐𝛉الزاوي  
 

 مفهوم أساسي: المتطابقات المثلثية  لضعف الزاوي .

 
 

𝐬𝐢𝐧: اذا كان:   1مثال  𝛉 =
𝟑

𝟓
،حيث:   

𝝅

𝟐
< 𝛉 < 𝝅   فأجد قيم  كل

 مما يأتي :

(𝟏)  𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉 

𝐬𝐢𝐧بما أن   𝟐𝛉 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉    وقيم،𝐬𝐢𝐧 𝛉  معلوم  ،إذن

 قيم   
ً
𝐜𝐨𝐬أجد أولا 𝛉. 

𝐜𝐨𝐬: أجد قيم   1الخطوة  𝛉. 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏 

(
𝟑

𝟓
)

𝟐

+ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏  →    𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 =
𝟏𝟔

𝟐𝟓
    

                                       →   𝐜𝐨𝐬 𝛉 = ±
𝟒

𝟓
   

 جيب التمام في الربع الثان سالب، إذن :  
َّ
𝐜𝐨𝐬بما أن 𝛉 = −

𝟒

𝟓
 . 

𝐬𝐢𝐧: أجد قيم   2الخطوة  𝟐𝛉. 

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉 = 𝟐 (
𝟑

𝟓
) (−

𝟒

𝟓
) = −

𝟐𝟒

𝟐𝟓
 

 -------------------------------------- 

(𝟐)  𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 − 𝟏 = 𝟐 (−
𝟒

𝟓
)

𝟐

− 𝟏 =
𝟕

𝟐𝟓
 

 -------------------------------------- 

(𝟑)  𝐭𝐚𝐧 𝟐𝛉 

 الحل :

𝐭𝐚𝐧 𝛉 =
𝐬𝐢𝐧 𝛉

𝐜𝐨𝐬 𝛉
=

𝟑
𝟓

−
𝟒
𝟓

= −
𝟑

𝟒
 

𝐭𝐚𝐧 𝟐𝛉 =
𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝛉

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝛉
=

𝟐 (−
𝟑
𝟒)

𝟏 − (−
𝟑
𝟒)

𝟐
= −

𝟐𝟒

𝟕
 

𝐜𝐨𝐬: اذا كان:   2مثال  𝛉 = −
𝟐

𝟑
،حيث:       

𝝅

𝟐
< 𝛉 < 𝝅  فأجد ،

 قيم  كل مما يأتي : 

(𝒂)  𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + (−
𝟐

𝟑
)

𝟐

= 𝟏 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 = 𝟏 −
𝟒

𝟗
=

𝟗

𝟗
−

𝟒

𝟗
=

𝟓

𝟗
    

𝐬𝐢𝐧 𝛉 =
√𝟓

𝟑
   

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉 = 𝟐 (
√𝟓

𝟑
) (−

𝟐

𝟑
) = −

𝟒√𝟓

𝟗
 

 -------------------------------------- 

(𝒃)  𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 

 الحل :

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 − 𝟏 = 𝟐 (
𝟒

𝟗
) − 𝟏 = −

𝟏

𝟗
 

 -------------------------------------- 

(𝒄)  𝐭𝐚𝐧 𝟐𝛉 

 الحل :

𝐭𝐚𝐧 𝟐𝛉 =
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉
=

−
𝟒√𝟓

𝟗

−
𝟏
𝟗

= 𝟒√𝟓 

 طريق  ثانية  : 

𝐭𝐚𝐧 𝛉 =
𝐬𝐢𝐧 𝛉

𝐜𝐨𝐬 𝛉
=

√𝟓
𝟑

−
𝟐
𝟑

= −
√𝟓

𝟐
 

𝐭𝐚𝐧 𝟐𝛉 =
𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝛉

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝛉
=

𝟐 (−
√𝟓
𝟐 )

𝟏 − (−
√𝟓
𝟐 )

𝟐
= 𝟒√𝟓 
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 المتطابقات المثلثية  لضعف الزاوي .  .2
 

يُمكِنني استعمال متطابقات ضعف الزاوي  ومتطابقات مجموع  

باستعمال قيم  الاقتران  𝟑𝛉زاويتين لإيجاد قيم  اقتران مثلثي عند 

 .𝛉عند 

𝐜𝐨𝐬( : اكتب  52صفح  )  1مثال  𝟑𝛉    بدلال𝐜𝐨𝐬 𝛉. 

 الحل :

𝐜𝐨𝐬 𝟑𝛉 = 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝛉 + 𝛉) 

              = 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉 − 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉 𝐬𝐢𝐧 𝛉 

              = (𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 − 𝟏) 𝐜𝐨𝐬 𝛉 − (𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉) 𝐬𝐢𝐧 𝛉 

              = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟑 𝛉 − 𝐜𝐨𝐬 𝛉 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉 

              = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟑 𝛉 − 𝐜𝐨𝐬 𝛉 − 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝛉 (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉) 

              = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟑 𝛉 − 𝐜𝐨𝐬 𝛉 − 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝛉 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟑 𝛉 

              = 𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟑 𝛉 − 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝛉 

 -------------------------------------- 

𝐬𝐢𝐧اكتب :  2مثال  𝟑𝛉   بدلال𝐜𝐨𝐬 𝛉   و𝐬𝐢𝐧 𝛉 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝟑𝛉 = 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝛉 + 𝛉) 

              = 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 𝐬𝐢𝐧 𝛉 

              = (𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉) 𝐜𝐨𝐬 𝛉 + (𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 − 𝟏) 𝐬𝐢𝐧 𝛉 

              = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 − 𝐬𝐢𝐧 𝛉 

              = 𝟒 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 − 𝐬𝐢𝐧 𝛉 

 -------------------------------------- 

 . لضعف الزاوي المتطابقات المثلثية   .3
 

يُمكِن استعمال المتطابقات المثلثية  لضعف الزاوي  في كتاب  المقادير  

ة  ن قوى للجيب وجيب التمام والظلِّ بدلال  القوَّ المثلثية  التي تتضمَّ

 الأولى لجيب التمام فقط . 
 

 مفهوم أساسي: المتطابقات المثلثية  لتقليص القوة.

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 =
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉

𝟐
                  𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 =

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉

𝟐
  

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝛉 =
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉
  

 

𝐬𝐢𝐧𝟐: أعيد كتاب   1مثال  𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙   بدلال  القوة الأولى لجيب

 التمام.

 الحل :

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 = (
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) 

                          =
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟐𝒙

𝟒
 

                          =
𝟏

𝟒
−

𝟏

𝟒
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟐𝒙 

                          =
𝟏

𝟒
−

𝟏

𝟒
(

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙

𝟐
) 

                          =
𝟏

𝟒
−

𝟏

𝟖
−

𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙

𝟖
 

                          =
𝟏

𝟖
−

𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙

𝟖
 =

𝟏

𝟖
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙) 

 حل آخر :  

يُمكِن حلُّ المثال السابق باستعمال متطابق  جيب ضعف الزاوي  

 على النحو 

 الآتي :

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 =
𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝟐𝒙 =

𝟏

𝟒
(

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙

𝟐
) 

                                                  =
𝟏

𝟖
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙) 

 -------------------------------------- 

𝐬𝐢𝐧𝟒: أعيد كتاب   2مثال  𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙   بدلال  القوة الأولى لجيب

 التمام.

 الحل :

𝐬𝐢𝐧𝟒 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 = (𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙)
𝟐

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 

                           = (
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
)

𝟐

(
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) 

  = (
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) 

  = (
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟐𝒙

𝟒
) 

  = (
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏

𝟒
−

𝟏

𝟒
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟐𝒙) 

  = (
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏

𝟒
−

𝟏

𝟒
(

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙

𝟐
)) 

  = (
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏

𝟒
−

𝟏

𝟖
−

𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙

𝟖
) 

  = (
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏

𝟖
−

𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙

𝟖
) 

  = (
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙

𝟖
) 

  =
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙

𝟏𝟔
 

  =
𝟏

𝟏𝟔
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙) 

  =
𝟏

𝟏𝟔
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 +

𝟏

𝟐
(𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝟔𝒙)) 

  =
𝟏

𝟏𝟔
−

𝟏

𝟑𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 −

𝟏

𝟏𝟔
𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 +

𝟏

𝟑𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟔𝒙 
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 المتطابقات المثلثية  لنصف الزاوي .  .4
 

 المتطابقات المثلثية  لنصف الزاوي  نتيج  مباشرة لمتطابقات  
ُّ
عَد

ُ
ت

ة، وذلك بأخذ الجذر التربيعي لطرفي كل متطابق ،   تقليص القوَّ

واستعمال الزاوي  
𝛉

𝟐
 من الزاوي  

ً
 .𝛉 بدلا

 

 . الزاوي   نصفمفهوم أساسي: المتطابقات المثلثية  ل

𝐬𝐢𝐧
𝛉

𝟐
= ±√

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉

𝟐
         𝐜𝐨𝐬

𝛉

𝟐
= ±√

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉

𝟐
  

𝐭𝐚𝐧
𝛉

𝟐
= ±√

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉
  

 

م
َّ
ن كل متطابق  الرمز   أتعل تار الإشارة المناسب    ±: تتضمَّ

ُ
، وتُ

 .𝛉للمتطابق  بحسب الربع الذي يقع فيه ضلع انتهاء الزاوي  

𝐬𝐢𝐧جد قيم   : أ 1مثال  𝟐𝟐.  . من دون استعمال الآل  الحاسب   𝟓°

 الحل :

  
َّ
.𝟐𝟐بما أن ه يُمكِنني استعمال متطابق   °𝟒𝟓هي نصف   𝟓°

َّ
، فإن

𝒙جيب نصف الزاوي ، حيث   =  ضلع انتهاء الزاوي   𝟒𝟓°
َّ
. وبما أن

𝟐𝟐. ني أختار الإشارة الموجب  للمتطابق : 𝟓°
َّ
ل، فإن  يقع في الربع الأوَّ

𝐬𝐢𝐧
𝟒𝟓°

𝟐
= √

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝟓°

𝟐
=

√
𝟏 −

𝟏

√𝟐
𝟐

 = √
√𝟐 − 𝟏

𝟐√𝟐
 

               = √
𝟐 − √𝟐

𝟒
 =

𝟏

𝟐
√𝟐 − √𝟐 

 -------------------------------------- 

𝐜𝐨𝐬: أجد قيم    2مثال  𝟏𝟏𝟐.  من دون استعمال الآل  الحاسب    𝟓°

 الحل :

  
َّ
.𝟏𝟏𝟐بما أن ه يُمكِنني استعمال متطابق   °𝟐𝟐𝟓هي نصف   𝟓°

َّ
، فإن

𝒙جيب التمام نصف الزاوي ، حيث   =  ضلع انتهاء  𝟐𝟐𝟓°
َّ
. وبما أن

.𝟏𝟏𝟐الزاوي   ني أختار الإشارة سالب   𝟓°
َّ
يقع في الربع الثان، فإن

 للمتطابق :

𝐜𝐨𝐬
𝟐𝟐𝟓°

𝟐
= −√

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝟐𝟓°

𝟐
= −

√𝟏 −
√𝟐
𝟐

𝟐
 

                 = −√𝟐 − √𝟐

𝟒
 = −

𝟏

𝟐
√𝟐 − √𝟐 

 

 المتطابقات المثلثية  لنصف الزاوي .  .5
 
 

𝐜𝐨𝐬اذا كان:  :  1مثال  𝒙 = −
𝟑

𝟓
𝝅حيث    < 𝒙 <

𝟑𝝅

𝟐
: فأجد قيم   

 كل مما يأتي.

(𝟏)  𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟐
 

 الحل :

  
َّ
𝝅بما أن < 𝒙 <

𝟑𝝅

𝟐
، فإن   

𝝅

𝟐
<

𝒙

𝟐
<

𝟑𝝅

𝟒
، وهذا يعني أن ضلع انتهاء  

الزاوي  
𝒙

𝟐
 يقع في الربع الثان:  

هنا أختار الإشارة الموجب  لمتطابق  جيب نصف الزاوي  ) لأن ضلع  

انتهاء الزاوي  
𝒙

𝟐
 يقع في الربع الثان (  

𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟐
= √

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟐
=

√𝟏 − (−
𝟑
𝟓

)

𝟐
  

                                      =
√

𝟖
𝟓
 𝟐 

=
𝟐

√𝟓
 =

𝟐√𝟓

𝟓
 

 -------------------------------------- 

(𝟐)  𝐜𝐨𝐬
𝒙

𝟐
 

 الحل :

هنا أختار الإشارة السالب  لمتطابق  جيب تمام نصف الزاوي  ) لأن  

ضلع انتهاء الزاوي  
𝒙

𝟐
 يقع في الربع الثان ( 

𝐜𝐨𝐬
𝒙

𝟐
= −√

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟐
= −

√𝟏 + (−
𝟑
𝟓

)

𝟐
 

                                           = −
√

𝟐
𝟓
 𝟐 

= −
𝟏

√𝟓
 = −

√𝟓

𝟓
 

 -------------------------------------- 

(𝟑)  𝐭𝐚𝐧
𝒙

𝟐
 

 الحل :

نصف الزاوي  ) لأن ضلع   ظلهنا أختار الإشارة السالب  لمتطابق  

انتهاء الزاوي  
𝒙

𝟐
 يقع في الربع الثان (  

𝐭𝐚𝐧
𝒙

𝟐
= −√

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
= −√

𝟏 − (−
𝟑
𝟓

)

𝟏 + (−
𝟑
𝟓

)
 

                                      = −√

𝟖
𝟓

 
𝟐
𝟓

 
= −√

𝟖

𝟐
= −√𝟒  = −𝟐 



 

 

 

52 

𝐬𝐢𝐧اذا كان:  :  2مثال  𝒙 =
𝟐

𝟓
حيث  

𝝅

𝟐
< 𝒙 < 𝝅   فأجد قيم  كل :

 مما يأتي.

(𝟏)  𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟐
 

 
ً
𝐜𝐨𝐬: نجد قيم  أولا 𝒙 . 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 = 𝟏 

(
𝟐

𝟓
)

𝟐

+ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 = 𝟏 

𝟒

𝟐𝟓
+ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 = 𝟏 

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 = 𝟏 −
𝟒

𝟐𝟓
=

𝟐𝟓

𝟐𝟓
−

𝟒

𝟐𝟓
=

𝟐𝟏

𝟐𝟓
 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = −√
𝟐𝟏

𝟐𝟓

= −
√𝟐𝟏

𝟓
𝒄𝒐𝒔 سالب  )                   𝒙  (قيم   

  
َّ
بما أن

𝝅

𝟐
< 𝒙 < 𝝅   فإن ،

𝝅

𝟒
<

𝒙

𝟐
<

𝝅

𝟐
، وهذا يعني أن ضلع انتهاء  

الزاوي  
𝒙

𝟐
 يقع في الربع الأول: 

هنا أختار الإشارة الموجب  لمتطابق  جيب نصف الزاوي  ) لأن ضلع  

انتهاء الزاوي  
𝒙

𝟐
 ( الأوليقع في الربع  

𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟐
= √

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟐
=

√
𝟏 − (−

√𝟐𝟏
𝟓

)

𝟐
= √

𝟓 + √𝟐𝟏

𝟏𝟎
 

 -------------------------------------- 

(𝟐)  𝐜𝐨𝐬
𝒙

𝟐
 

لمتطابق  جيب تمام نصف الزاوي  ) لأن   الموجب هنا أختار الإشارة 

ضلع انتهاء الزاوي  
𝒙

𝟐
 ( الأوليقع في الربع  

𝐜𝐨𝐬
𝒙

𝟐
= √

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟐
= −

√𝟏 −
√𝟐𝟏

𝟓
𝟐

= √
𝟓 − √𝟐𝟏

𝟏𝟎
 

 -------------------------------------- 

(𝟑)  𝐭𝐚𝐧
𝒙

𝟐
 

لمتطابق  ظل نصف الزاوي  ) لأن ضلع  الموجب  هنا أختار الإشارة 

انتهاء الزاوي  
𝒙

𝟐
 ( الأوليقع في الربع  

𝐭𝐚𝐧
𝒙

𝟐
= √

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
= √

𝟏 +
√𝟐𝟏

𝟓

𝟏 −
√𝟐𝟏

𝟓

= √
𝟓 + √𝟐𝟏

𝟓 − √𝟐𝟏
 

 متطابقات تحويل الضرب إلى مجموع أو فرق.  .6
 

𝐬𝐢𝐧يُمكِن كتاب  مقدار ضرب، مثل   𝒖  , 𝐜𝐨𝐬 𝒗   في صورة حاصل ،

جمع اقترانات مثلثية  أو طرحها، وذلك باستعمال متطابقات تحويل 

 الضرب إلى جمع . 
 

 مفهوم أساسي: متطابقات تحويل الضرب إلى مجموع أو فرق. 

𝐬𝐢𝐧 𝜶 𝐬𝐢𝐧 𝜷 =
𝟏

𝟐
[𝐜𝐨𝐬(𝜶 − 𝜷) − 𝐜𝐨𝐬(𝜶 + 𝜷)]  

𝐬𝐢𝐧 𝜶 𝐜𝐨𝐬 𝜷 =
𝟏

𝟐
[𝐬𝐢𝐧(𝜶 − 𝜷) + 𝐬𝐢𝐧(𝜶 + 𝜷)]  

𝐜𝐨𝐬 𝜶 𝐜𝐨𝐬 𝜷 =
𝟏

𝟐
[𝐜𝐨𝐬(𝜶 − 𝜷) + 𝐜𝐨𝐬(𝜶 + 𝜷)]  

 
 

𝐬𝐢𝐧أعيد كتاب  :  1مثال  𝟑𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 في صورة مجموع أو فرق. 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 =
𝟏

𝟐
[𝐜𝐨𝐬(𝟑𝒙 − 𝟓𝒙) − 𝐜𝐨𝐬(𝟑𝒙 + 𝟓𝒙)] 

                           =
𝟏

𝟐
[𝐜𝐨𝐬(−𝟐𝒙) − 𝐜𝐨𝐬(𝟖𝒙)] 

                           =
𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 −

𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟖𝒙 

 -------------------------------------- 

𝐬𝐢𝐧أعيد كتاب  :  2مثال  𝟕𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 .في صورة مجموع أو فرق 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝟕𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 =
𝟏

𝟐
[𝐬𝐢𝐧(𝟕𝒙 − 𝒙) + 𝐬𝐢𝐧(𝟕𝒙 + 𝒙)] 

                           =
𝟏

𝟐
[𝐬𝐢𝐧 𝟔𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝟖𝒙] 

                           =
𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟔𝒙 +

𝟏

𝟐
𝐬𝐢𝐧 𝟖𝒙 
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 متطابقات تحويل المجموع أو الفرق إلى ضرب.  .7
 

ترتبط كلٌّ من متطابقات تحويل الضرب إلى مجموع أو فرق بإحدى 

 .متطابقات تحويل المجموع أو الفرق إلى ضرب
 

 مفهوم أساسي: متطابقات تحويل المجموع أو الفرق إلى ضرب. 

  𝐬𝐢𝐧 𝜶 + 𝐬𝐢𝐧 𝜷 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 (
𝜶 + 𝜷

𝟐
) 𝐜𝐨𝐬 (

𝜶 − 𝜷

𝟐
) 

  𝐜𝐨𝐬 𝜶 + 𝐜𝐨𝐬 𝜷 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 (
𝜶 + 𝜷

𝟐
) 𝐜𝐨𝐬 (

𝜶 − 𝜷

𝟐
) 

  𝐬𝐢𝐧 𝜶 − 𝐬𝐢𝐧 𝜷 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 (
𝜶 + 𝜷

𝟐
) 𝐬𝐢𝐧 (

𝜶 − 𝜷

𝟐
) 

  𝐜𝐨𝐬 𝜶 − 𝐜𝐨𝐬 𝜷 = −𝟐 𝐬𝐢𝐧 (
𝜶 + 𝜷

𝟐
) 𝐬𝐢𝐧 (

𝜶 − 𝜷

𝟐
) 

 
 

𝐬𝐢𝐧أعيد كتاب  :  1مثال  𝟓𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 ضرب في صورة . 

𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 (
𝟓𝒙 + 𝟑𝒙

𝟐
) 𝐬𝐢𝐧 (

𝟓𝒙 − 𝟑𝒙

𝟐
) 

                               = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 (
𝟖𝒙

𝟐
) 𝐬𝐢𝐧 (

𝟐𝒙

𝟐
) 

                               = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

 -------------------------------------- 

𝐜𝐨𝐬أعيد كتاب  :  2مثال  𝟑𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙  .في صورة ضرب 

𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 (
𝟓𝒙 + 𝟑𝒙

𝟐
) 𝐜𝐨𝐬 (

𝟓𝒙 − 𝟑𝒙

𝟐
) 

                               = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 (
𝟖𝒙

𝟐
) 𝐜𝐨𝐬 (

𝟐𝒙

𝟐
) 

                               = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 -------------------------------------- 

 إثبةات متطابقات مثلثية .  .8
 

يُمكِن استعمال المتطابقات المثلثية  لضعف الزاوي ، والمتطابقات  

المثلثية  لنصف الزاوي ، ومتطابقات تحويل الضرب إلى مجموع أو  

خرى
ُ
 .فرق، في إثبةات متطابقات مثلثية  أ

 أثبت صح  كل متطابق  مما يأتي::  1مثال 

(𝟏) 
𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
= 𝟒 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
=

𝐬𝐢𝐧(𝒙 + 𝟐𝒙)

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

                    =
𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

           =
𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏) + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙)

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

           =
𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏)

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
+

𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙)

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

           =
𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
+ 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

           =
𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
−

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
+ 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

           = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 −
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
+ 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

           = 𝟒 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟐) 
𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
= 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙
=

𝟐 𝐜𝐨𝐬 (
𝟑𝒙 + 𝒙

𝟐
) 𝐬𝐢𝐧 (

𝟑𝒙 − 𝒙
𝟐

)

𝟐 𝐜𝐨𝐬 (
𝟑𝒙 + 𝒙

𝟐 ) 𝐜𝐨𝐬 (
𝟑𝒙 − 𝒙

𝟐 )
 

                              =
𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
=

𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝒙
= 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

 -------------------------------------- 

 أثبت صح  كل متطابق  مما يأتي::  2مثال 

(𝒂)  
𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙
= 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 

𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙
 =

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 +
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

 =

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

+
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

 

                     =

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

=

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

 

                   =

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

𝟏
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

 

                  = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝒃) 
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒚

𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒚
= 𝐭𝐚𝐧 (

𝒙 + 𝒚

𝟐
) 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒚

𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒚
=

𝟐 𝐬𝐢𝐧 (
𝒙 + 𝒚

𝟐 ) 𝐜𝐨𝐬 (
𝒙 − 𝒚

𝟐 )

𝟐 𝐜𝐨𝐬 (
𝒙 + 𝒚

𝟐 ) 𝐜𝐨𝐬 (
𝒙 − 𝒚

𝟐 )
 

                           =
𝐬𝐢𝐧 (

𝒙 + 𝒚
𝟐 )

𝐜𝐨𝐬 (
𝒙 + 𝒚

𝟐 )
 

                          = 𝐭𝐚𝐧 (
𝒙 + 𝒚

𝟐
) 
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 أسئل  متنوع 

𝐜𝐨𝐬أجد قيم  كلٍّ من 
𝛉

𝟐
𝐬𝐢𝐧و   

𝛉

𝟐
𝐬𝐢𝐧و   𝟐𝛉   و𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉  للزاوي  في

 الفترة المعطاة: 

(𝟏)  𝐬𝐢𝐧 𝛉 =
𝟓

𝟏𝟑
    ,    𝟎 < 𝛉 <

𝝅

𝟐
 

𝟎 < 𝛉 <
𝝅

𝟐
   ⟶     𝐬𝐢𝐧 𝛉 > 𝟎    ,     𝐜𝐨𝐬 𝛉 > 𝟎 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏 

(
𝟓

𝟏𝟑
)

𝟐

+ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏  →   
𝟐𝟓

𝟏𝟔𝟗
+ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏  

                                          →   𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 =
𝟏𝟒𝟒

𝟏𝟔𝟗
 

                                          →   𝐜𝐨𝐬 𝛉 =
𝟏𝟐

𝟏𝟑
 

 

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 = 𝟏 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 = 𝟏 − 𝟐 (
𝟏𝟓

𝟏𝟔𝟗
) =

𝟏𝟏𝟗

𝟏𝟔𝟗
 

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉 = 𝟐 (
𝟓

𝟏𝟑
) (

𝟏𝟐

𝟏𝟑
) =

𝟏𝟐𝟎

𝟏𝟔𝟗
 

𝐬𝐢𝐧
𝛉

𝟐
= √

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟐
=

√𝟏 −
𝟏𝟐
𝟏𝟑

𝟐
=

𝟏

√𝟐𝟔
 

𝐜𝐨𝐬
𝛉

𝟐
= √

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟐
=

√𝟏 +
𝟏𝟐
𝟏𝟑

𝟐
=

𝟓

√𝟐𝟔
 

 -------------------------------------- 

(𝟐)  𝐜𝐨𝐬 𝛉 = −
√𝟔

𝟑
    ,   

𝝅

𝟐
< 𝛉 < 𝝅 

𝝅

𝟐
< 𝛉 < 𝝅   ⟶     𝐬𝐢𝐧 𝛉 > 𝟎    ,     𝐜𝐨𝐬 𝛉 < 𝟎 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + (−
√𝟔

𝟑
)

𝟐

= 𝟏  →   𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 +
𝟔

𝟗
= 𝟏  

                                             →   𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 =
𝟑

𝟗
 

                                             →   𝐬𝐢𝐧 𝛉 =
√𝟑

𝟑
=

𝟏

√𝟑
 

 

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 − 𝟏 = 𝟐 (
𝟔

𝟗
) − 𝟏 =

𝟏

𝟑
 

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉 = 𝟐 (
𝟏

√𝟑
) (−

√𝟔

𝟑
) = −

𝟐√𝟐

𝟑
 

𝐬𝐢𝐧
𝛉

𝟐
= √

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟐
=

√𝟏 +
√𝟔
𝟑

𝟐
= √

𝟑 + √𝟔

𝟔
 

𝐜𝐨𝐬
𝛉

𝟐
= √

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟐
=

√𝟏 −
√𝟔
𝟑

𝟐
= √

𝟑 − √𝟔

𝟔
 

(𝟑)  𝐭𝐚𝐧 𝛉 =
𝟏

𝟐
    ,    𝝅 < 𝛉 <

𝟑𝝅

𝟐
 

 الحل :

𝝅 < 𝛉 <
𝟑𝝅

𝟐
   ⟶     𝐬𝐢𝐧 𝛉 < 𝟎    ,     𝐜𝐨𝐬 𝛉 < 𝟎 

𝐭𝐚𝐧 𝛉 =
𝐬𝐢𝐧 𝛉

𝐜𝐨𝐬 𝛉
   →    

𝐬𝐢𝐧 𝛉

𝐜𝐨𝐬 𝛉
=

𝟏

𝟐
    →  𝐜𝐨𝐬 𝛉 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝟒 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 = 𝟏  →   𝟓 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 = 𝟏  

                                    →   𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 =
𝟏

𝟓
→   𝐬𝐢𝐧 𝛉 = −

𝟏

√𝟓
 

𝐭𝐚𝐧 𝛉 =
𝐬𝐢𝐧 𝛉

𝐜𝐨𝐬 𝛉
   →   

𝟏

𝟐
=

−
𝟏

√𝟓
𝐜𝐨𝐬 𝛉

    →     𝐜𝐨𝐬 𝛉 = −
𝟐

√𝟓
  

 

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 − 𝟏 = 𝟐 (
𝟒

𝟓
) − 𝟏 =

𝟑

𝟓
 

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉 = 𝟐 (
−𝟏

√𝟓
) (

−𝟐

√𝟓
) =

𝟒

𝟓
 

𝐬𝐢𝐧
𝛉

𝟐
= √

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟐
=

√
𝟏 +

𝟐

√𝟓
𝟐

= √
𝟐 + √𝟓

𝟐√𝟓
 

𝐜𝐨𝐬
𝛉

𝟐
= −√

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟐
= −

√
𝟏 −

𝟐

√𝟓
𝟐

= −√
√𝟓 − 𝟐

𝟐√𝟓
 

 -------------------------------------- 

(𝟒)  𝐜𝐬𝐜 𝛉 = −√𝟓    ,    𝐜𝐨𝐬 𝛉 < 𝟎 

 الحل :

𝐜𝐬𝐜 𝛉 = −√𝟓    →    𝐬𝐢𝐧 𝛉 = −
𝟏

√𝟓
  

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏 

(−
𝟏

√𝟓
)

𝟐

+ 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏  →   𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 =
𝟒

𝟓
 

                                             →   𝐜𝐨𝐬 𝛉 = −
𝟐

√𝟓
 

 

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 = 𝟏 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 = 𝟏 − 𝟐 (
𝟏

𝟓
) =

𝟑

𝟓
 

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉 = 𝟐 (
−𝟏

√𝟓
) (

−𝟐

√𝟓
) =

𝟒

𝟓
 

𝐬𝐢𝐧
𝛉

𝟐
= √

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟐
=

√
𝟏 +

𝟐

√𝟓
𝟐

= √
𝟐 + √𝟓

𝟐√𝟓
 

𝐜𝐨𝐬
𝛉

𝟐
= −√

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟐
= −

√
𝟏 −

𝟐

√𝟓
𝟐

= −√
√𝟓 − 𝟐

𝟐√𝟓
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(𝟓)  𝐜𝐨𝐭 𝛉 =
𝟐

𝟑
    ,    𝐬𝐢𝐧 𝛉 > 𝟎 

𝐜𝐨𝐭 𝛉 =
𝟐

𝟑
   →   

𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝐬𝐢𝐧 𝛉
=

𝟐

𝟑
    →     𝐜𝐨𝐬 𝛉 =

𝟐

𝟑
𝐬𝐢𝐧 𝛉 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 +
𝟒

𝟗
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 = 𝟏  →  

𝟏𝟑

𝟗
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 = 𝟏 

                                             →  𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 =
𝟗

𝟏𝟑
 

                                             →   𝐬𝐢𝐧 𝛉 =
𝟑

√𝟏𝟑
 

𝐜𝐨𝐬 𝛉 =
𝟐

𝟑
𝐬𝐢𝐧 𝛉 =

𝟐

𝟑
(

𝟑

√𝟏𝟑
) =

𝟐

√𝟏𝟑
 

 

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 − 𝟏 = 𝟐 (
𝟒

𝟏𝟑
) − 𝟏 = −

𝟓

𝟏𝟑
 

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉 = 𝟐 (
𝟑

√𝟏𝟑
) (

𝟐

√𝟏𝟑
) =

𝟏𝟐

𝟏𝟑
 

𝐬𝐢𝐧
𝛉

𝟐
= √

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟐
=

√
𝟏 −

𝟐

√𝟏𝟑
𝟐

= √
√𝟏𝟑 − 𝟐

𝟐√𝟏𝟑
 

𝐜𝐨𝐬
𝛉

𝟐
= √

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟐
=

√
𝟏 +

𝟐

√𝟏𝟑
𝟐

= √
√𝟏𝟑 + 𝟐

𝟐√𝟏𝟑
 

 -------------------------------------- 

(𝟔)  𝐬𝐞𝐜 𝛉 = 𝟑    ,    𝐬𝐢𝐧 𝛉 > 𝟎 

𝐬𝐞𝐜 𝛉 = 𝟑   →   
𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝛉
= 𝟑    →     𝐜𝐨𝐬 𝛉 =

𝟏

𝟑
 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 = 𝟏 

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 +
𝟏

𝟗
= 𝟏  →  𝐬𝐢𝐧𝟐 𝛉 =

𝟖

𝟗
 

                                →   𝐬𝐢𝐧 𝛉 =
𝟐√𝟐

𝟑
 

 

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 − 𝟏 = 𝟐 (
𝟏

𝟗
) − 𝟏 = −

𝟕

𝟗
 

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉 = 𝟐 (
𝟐√𝟐

𝟑
) (

𝟏

𝟑
) =

𝟒√𝟐

𝟗
 

𝐬𝐢𝐧
𝛉

𝟐
= √

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟐
=

√𝟏 −
𝟏
𝟑

𝟐
=

𝟏

√𝟔
 

𝐜𝐨𝐬
𝛉

𝟐
= √

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟐
=

√𝟏 +
𝟏
𝟑

𝟐
=

𝟐

√𝟔
 

 

 

 

ة في كتاب  المقادير الآتية    أستعمل المتطابقات المثلثية  لتقليص القوَّ

ة الأولى لجيب التمام :   بدلال  القوَّ

(𝟕)  𝐬𝐢𝐧𝟒 𝒙 

𝐬𝐢𝐧𝟒 𝐱 = (𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐱)
𝟐

 

             = (
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙))

𝟐

 

             =
𝟏

𝟒
(𝟏 − 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟐𝒙) 

             =
𝟏

𝟒
(𝟏 − 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 +

𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙)) 

             =
𝟑

𝟖
−

𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 +

𝟏

𝟖
𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟖)  𝐜𝐨𝐬𝟒 𝒙 

 الحل :

𝐜𝐨𝐬𝟒 𝒙 = (𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙)
𝟐

 

             = (
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙))

𝟐

 

             =
𝟏

𝟒
(𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟐𝒙) 

             =
𝟏

𝟒
(𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 +

𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙)) 

             =
𝟑

𝟖
+

𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 +

𝟏

𝟖
𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟗)  𝐜𝐨𝐬𝟒 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 

𝐜𝐨𝐬𝟒 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 = (𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙)
𝟐

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 

                = (
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
)

𝟐

(
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) 

                = (
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) 

  = (
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟐𝒙

𝟒
) 

  = (
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏

𝟒
−

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟐𝒙

𝟒
) 

  = (
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏

𝟒
−

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙

𝟖
) 

  = (
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
) (

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙

𝟖
) 

  =
𝟏

𝟏𝟔
(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙) 

  =
𝟏

𝟏𝟔
(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 −

𝟏

𝟐
(𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝟔𝒙) 

  =
𝟏

𝟏𝟔
−

𝟏

𝟑𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 −

𝟏

𝟏𝟔
𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 −

𝟏

𝟑𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟔𝒙 
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ا يأتي من دون استعمال الآل  الحاسب  :  أجد قيم  كلٍّ ممى

(𝟏𝟎)  𝐜𝐨𝐬 𝟐𝟐. 𝟓° 

 الحل :

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝟐. 𝟓° = 𝐜𝐨𝐬
𝟒𝟓°

𝟐
 

                    = √
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝟓°

𝟐
 

                   =
√

𝟏 +
𝟏

√𝟐
𝟐

  

                  = √
𝟏 + √𝟐

𝟐√𝟐
 

 -------------------------------------- 

(𝟏𝟏)  𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟗𝟓° 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟗𝟓° = − 𝐜𝐨𝐬(𝟏𝟗𝟓° − 𝟏𝟖𝟎°) = − 𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟓°  

                  = − 𝐬𝐢𝐧
𝟑𝟎°

𝟐
= −√

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟑𝟎°

𝟐
 

                  = −
√𝟏 −

√𝟑
𝟐

𝟐
 

                 = −√
𝟐 − √𝟑

𝟐
 

 -------------------------------------- 

(𝟏𝟐)  𝐭𝐚𝐧
𝟕𝝅

𝟖
 

 الحل :

𝐭𝐚𝐧
𝟕𝝅

𝟖
= − 𝐭𝐚𝐧 (

𝝅

𝟖
) = −√

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬
𝝅
𝟒

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬
𝝅
𝟒

 

                                      = −√

𝟏 −
𝟏

√𝟐

𝟏 +
𝟏

√𝟐

 

                                      = −√
√𝟐 − 𝟏

√𝟐 + 𝟏
 

                                   = 𝟏 − √𝟐 

 

أستعمل الشكل المجاور لإيجاد قيم  كلٍّ من الاقترانات الآتية ، علمًا  

 : 
َّ
 بأن

𝒇(𝒙) = 𝐬𝐢𝐧 𝒙    ,   𝒈(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬 𝒙     ,    𝒉(𝒙) = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

 
(𝟏𝟑)   𝒈(𝟐𝛉) 

 الحل :

𝒂𝟐 + 𝟒 = 𝟓    →    𝒂 =  (لأن النقط   في الربع  الثان )  𝟏−

(−
𝟏

𝟒
)

𝟐

+ 𝒃𝟐 = 𝟏  →   𝒃

= −
√𝟏𝟓

𝟒
 لأن النقط   في الربع  الثالث    

𝐬𝐢𝐧 𝜶 = −
√𝟏𝟓

𝟒
     ,    𝐜𝐨𝐬 𝜶 = −

𝟏

𝟒
    ,     𝐭𝐚𝐧 𝜶 = √𝟏𝟓 

𝐬𝐢𝐧 𝛉 =
𝟐

𝟓
     ,    𝐜𝐨𝐬 𝛉 =

−𝟏

𝟓
    ,     𝐭𝐚𝐧 𝛉 = −𝟐 

𝒈(𝟐𝛉) = 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝛉 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉 − 𝟏 

                                = 𝟐 (
𝟏

𝟐𝟓
) − 𝟏 = −

𝟐𝟑

𝟐𝟓
 

 -------------------------------------- 

(𝟏𝟒)   𝒈 (
𝛉

𝟐
) 

 الحل :

𝒈 (
𝛉

𝟐
) = 𝐜𝐨𝐬 (

𝛉

𝟐
) = √

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟐
=

√𝟏 +
𝟏
𝟓

𝟐
=

𝟐

√𝟏𝟎
 

 

(𝟏𝟓)   𝒇(𝟐𝛂) 

 الحل :

𝒇(𝟐𝜶) = 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝜶 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝜶 𝐜𝐨𝐬 𝜶 = 𝟐 (
−√𝟏𝟓

𝟒
) (

−𝟏

𝟒
) 

                                                               =
√𝟏𝟓

𝟖
 

 -------------------------------------- 

(𝟏𝟔)   𝒉 (
𝛂

𝟐
) 

𝒉 (
𝜶

𝟐
) = 𝐭𝐚𝐧

𝜶

𝟐
= −√

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝛉

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝛉
= −√

𝟏 +
𝟏
𝟒

𝟏 −
𝟏
𝟒

= −√
𝟓

𝟑
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ا يأتي في صورة مجموع أو فرق :  عيد كتاب  كل مقدار ممى
ُ
 أ

(𝟏𝟕)  𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙 =
𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙 − 𝟑𝒙) + 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙 + 𝟑𝒙)) 

                            =
𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧(−𝒙) + 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙) 

                            =
𝟏

𝟐
(− 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙) 

                            =
𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙) 

 -------------------------------------- 

(𝟏𝟖)  𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 =
𝟏

𝟐
(𝐜𝐨𝐬(𝒙 − 𝟓𝒙) + 𝐜𝐨𝐬(𝒙 + 𝟓𝒙)) 

                        =
𝟏

𝟐
(𝐜𝐨𝐬(−𝟒𝒙) + 𝐜𝐨𝐬(𝟔𝒙)) 

                        =
𝟏

𝟐
(𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝟔𝒙) 

 -------------------------------------- 

(𝟏𝟗)   𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝟕𝒙 

 الحل :

               =
𝟑

𝟐
(𝐜𝐨𝐬(𝟒𝒙 − 𝟕𝒙) + 𝐜𝐨𝐬(𝟒𝒙 + 𝟕𝒙)) 

               =
𝟑

𝟐
(𝐜𝐨𝐬(−𝟑𝒙) + 𝐜𝐨𝐬 𝟏𝟏𝒙) 

               =
𝟑

𝟐
(𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝟏𝟏𝒙) 

 -------------------------------------- 

ا يأتي في صورة ضرب :  عيد كتاب  كل مقدار ممى
ُ
 أ

(𝟐𝟎)  𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 (
𝒙 + 𝟒𝒙

𝟐
) 𝐬𝐢𝐧 (

𝒙 − 𝟒𝒙

𝟐
) 

                            = 𝟐 𝐜𝐨𝐬
𝟓𝒙

𝟐
 𝐬𝐢𝐧 (

−𝟑𝒙

𝟐
) 

                            = −𝟐 𝐜𝐨𝐬
𝟓𝒙

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝟑𝒙

𝟐
 

 -------------------------------------- 

(𝟐𝟏)  𝐜𝐨𝐬 𝟗𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 

            = −𝟐 𝐬𝐢𝐧 (
𝟗𝒙 + 𝟐𝒙

𝟐
) 𝐬𝐢𝐧 (

𝟗𝒙 − 𝟐𝒙

𝟐
) 

            = −𝟐 𝐬𝐢𝐧 (
𝟏𝟏𝒙

𝟐
) 𝐬𝐢𝐧 (

𝟕𝒙

𝟐
) 

           = −𝟐 𝐜𝐨𝐬
𝟏𝟏𝒙

𝟐
𝐬𝐢𝐧

𝟕𝒙

𝟐
 

 

(𝟐𝟐)  𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙 

𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 (
𝟑𝒙 + 𝟒𝒙

𝟐
) 𝐬𝐢𝐧 (

𝟑𝒙 − 𝟒𝒙

𝟐
) 

                               = 𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝟕𝒙

𝟐
 𝐜𝐨𝐬 (

−𝒙

𝟐
) 

                               = 𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝟕𝒙

𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
 

 -------------------------------------- 

الأوريغامي: يقوم فن الأوريغامي )فن طيِّ الورق( اليابان على طيِّ قطع  

رة لصنع أشكال فنية . فعند طيِّ الجزء  واحدة من الورق بصورة مُتكرِّ

.𝟐𝟏الأيمن إلى الأسفل من ورق  مستطيل ، بُعْداها:   𝟔 𝐜𝐦   𝟐𝟖و 𝐜𝐦   ،

 طول خطِّ الطيِّ 
َّ
عن طريق  𝛉يرتبط بالزاوي    𝑳 كما في الشكل المجاور، فإن

 العلًّق : 

 

𝑳 =
𝟏𝟎. 𝟖

𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉
 

 

 

 علًّق  طول (𝟐𝟑)
َّ
ثبِت أن

ُ
كافِِ العلًّق  :  أ

ُ
 خطِّ الطيِّ ت

𝑳 =
𝟐𝟏. 𝟔 𝐬𝐞𝐜 𝛉

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉
 

𝑳 =
𝟏𝟎. 𝟖

𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝛉
=

𝟐

𝟐
×

𝟏𝟎. 𝟖

𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉
×

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝛉
 

                                 =
𝟐𝟏. 𝟔

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉
× 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

                                 =
𝟐𝟏. 𝟔 𝐬𝐞𝐜 𝛉

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉
 

 -------------------------------------- 

𝛉إذا كانت   𝑳أجد طول خطِّ الطيِّ  (𝟐𝟒) = 𝟑𝟎° . 

𝑳 =
𝟏𝟎. 𝟖

𝐬𝐢𝐧 𝟑𝟎° 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟑𝟎°
= 𝟐𝟖. 𝟖 𝐜𝐦 

 -------------------------------------- 

ثبِت صِحَّ  كلٍّ من المتطابقات الآتية  :
ُ
 أ

(𝟐𝟓)  𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟓𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝟓𝒙 = 𝐜𝐨𝐬 𝟏𝟎𝒙 

𝐜𝐨𝐬 𝟏𝟎𝒙 = 𝐜𝐨𝐬 𝟐(𝟓𝒙) = 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟓𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝟓𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟐𝟔)  𝐜𝐨𝐬 𝒙 =
𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟑 𝒙) 

𝟏

𝟐
(𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟑 𝒙) 

      =
𝟏

𝟐
(𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟑 𝒙) 

      =
𝟏

𝟐
× 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙) 

      = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 
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(𝟐𝟕)  𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏) 

 الحل :

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏 

      = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏 

      = 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

      = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏) 

 -------------------------------------- 

(𝟐𝟖)  𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 = 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟒 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 = 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙 + 𝒙) 

              = 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

              = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + (𝟏 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙) 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

              = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 

              = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙) + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 

              = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 

              = 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟒 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟐𝟗)  𝐭𝐚𝐧 𝟑𝒙 =
𝟑 𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝐭𝐚𝐧𝟑 𝒙

𝟏 − 𝟑 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙
 

 الحل :

𝐭𝐚𝐧 𝟑𝒙 = 𝐭𝐚𝐧(𝟐𝒙 + 𝒙) 

              =
𝐭𝐚𝐧 𝟐𝒙 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧 𝟐𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙
=

𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝒙
𝟏 − 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙

+ 𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟏 −
𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙
𝐭𝐚𝐧 𝒙

 

              =
𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝐭𝐚𝐧𝟑 𝒙

𝟏 − 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙
 

              =
𝟑 𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝐭𝐚𝐧𝟑 𝒙

𝟏 − 𝟑 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙
 

 -------------------------------------- 

(𝟑𝟎)  𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟒 𝐜𝐨𝐬
𝒙

𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟒
𝐬𝐢𝐧

𝒙

𝟒
 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
= 𝟐 (𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝒙

𝟒
𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟒
) 𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
 

                                         = 𝟒 𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟒
𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟒
𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
 

 -------------------------------------- 

(𝟑𝟏) 
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
+ 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 = 𝟏 

 الحل :

𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
+ 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 =

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
+

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
 

                             =
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
= 𝟏 

(𝟑𝟐)  𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟐𝒙 = 𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟒 𝒙 − 𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟏 

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟐𝒙 = (𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙)𝟐 = (𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏)
𝟐

 

                                          = 𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟒 𝒙 − 𝟒 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟏 

 -------------------------------------- 

(𝟑𝟑)  
𝟐(𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐭 𝒙)

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐭𝟐 𝒙
= 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 

 الحل :

𝟐(𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐭 𝒙)

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐭𝟐 𝒙
=

𝟐(𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐭 𝒙)

(𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐭 𝒙)(𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙)
 

                                 =
𝟐

𝐬𝐢𝐧 𝒙
𝐜𝐨𝐬 𝒙 +

𝐜𝐨𝐬 𝒙
𝐬𝐢𝐧 𝒙

 

                                 =
𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙
= 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟑𝟒)  𝐭𝐚𝐧𝟐 (
𝒙

𝟐
+

𝝅

𝟒
) =

𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

 الحل :

𝐭𝐚𝐧𝟐 (
𝒙

𝟐
+

𝝅

𝟐
) = 𝐭𝐚𝐧𝟐 (

𝟏

𝟐
(𝒙 +

𝝅

𝟐
)) 

                          =
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 (𝒙 +

𝝅
𝟐

)

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 (𝒙 +
𝝅
𝟐

)
 

                           =
𝟏 − (𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐜𝐨𝐬

𝝅
𝟐

− 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧
𝝅
𝟐

)

𝟏 + (𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐜𝐨𝐬
𝝅
𝟐

− 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐬𝐢𝐧
𝝅
𝟐

)
 

                          =
𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝟏 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

 -------------------------------------- 

(𝟑𝟓)  𝐜𝐨𝐭𝟐
𝒙

𝟐
=

𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝟏

𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝟏
 

 الحل :

𝐜𝐨𝐭𝟐
𝒙

𝟐
=

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙
=

𝟏
𝐜𝐨𝐬 𝒙 +

𝐜𝐨𝐬 𝒙
𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝟏
𝐜𝐨𝐬 𝒙

−
𝐜𝐨𝐬 𝒙
𝐜𝐨𝐬 𝒙

 =
𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝟏

𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝟏
 

 -------------------------------------- 

(𝟑𝟔)  𝐥𝐧|𝐬𝐢𝐧 𝒙| =
𝟏

𝟐
(𝐥𝐧|𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙| − 𝐥𝐧 𝟐) 

 الحل :

𝟏

𝟐
(𝐥𝐧|𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙| − 𝐥𝐧 𝟐) =

𝟏

𝟐
𝐥𝐧

|𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙|

𝟐
 

                                                  =
𝟏

𝟐
𝐥𝐧 |

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
|  

                                                  =
𝟏

𝟐
𝐥𝐧|𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙|  

                                                  = 𝐥𝐧|𝐬𝐢𝐧 𝒙| 
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 مهارات التفكير العليا 

 الشكل المجاور مستطيلًّ مرسومًا في نصف دائرة، طول  
ِّ

تبرير: يُبين

طْرها وحدة واحدة:
ُ
 نصف ق

 
عبرِّ باقترانٍ بدلال  الزاوي  (𝟑𝟕)
ُ
للمستطيل   𝑨 عن المساح  𝜽 أ

ر إجابتي .  برِّ
ُ
ح في الشكل المجاور، ثمَّ أ

َّ
 المُوض

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝛉 =
𝒚

𝟏
= 𝒚      ,       𝐜𝐨𝐬 𝛉 =

𝒙

𝟏
= 𝒙 

𝑨 = 𝟐𝒙𝒚 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉 

 -------------------------------------- 

(𝟑𝟖)   
َّ
ثبِت أن

ُ
𝑨(𝛉)أ = 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉  . ر إجابتي برِّ

ُ
 ، ثمَّ أ

𝑨 = 𝟐𝒙𝒚 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝛉 𝐜𝐨𝐬 𝛉 = 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝛉 

 -------------------------------------- 

ا يأتي :  ثبِت صِحَّ  كلٍّ ممى
ُ
: أ
ٍّ
 تحد

(𝟑𝟗)  𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 = 𝟏 − 𝟖 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 

𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 = 𝟏 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝟐𝒙 

              = 𝟏 − 𝟐(𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐 

              = 𝟏 − 𝟖 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 

 -------------------------------------- 

(𝟒𝟎)  𝐜𝐨𝐬𝟒 𝒙 =
𝟏

𝟖
(𝟑 + 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙 + 𝟒 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙) 

 الحل :

𝐜𝐨𝐬𝟒 𝒙 = (𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙)
𝟐

= (
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝟐
)

𝟐

 

                                =
𝟏

𝟒
(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙)𝟐 

                                =
𝟏

𝟒
(𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝟐𝒙) 

                                 =
𝟏

𝟒
(𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 +

𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙

𝟐
) 

                                =
𝟏

𝟒
(𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 +

𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙) 

                                =
𝟏

𝟒
(

𝟑

𝟐
+ 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 +

𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙) 

                                =
𝟏

𝟖
(𝟑 + 𝟒 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝟒𝒙) 
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 الدرس الثالث : حل المعادلات المثلثية  

Solving Trigonometric Equations 
 

 حل المعادلات المثلثية  الأساسي . .1
 

𝑻(𝜽)المعادل  المثلثية  الأساسي  هي معادل  في صورة  = 𝒄   :حيث ،

𝑻(𝜽)   اقتران مثلثي، و𝒄  ثابت. لحلِّ أيِّ معادل  مثلثية ، يجب

  
ًً
لا تبسيطها بحيث تصبح معادل  مثلثية  أساسي ؛ لذا من المُهِمِّ أوَّ

 إتقان حلِّ المعادلات المثلثية  الأساسي . 
 

 : أحل كل معادل  مما يأتي :  1مثال 

(𝟏)  𝐬𝐢𝐧 𝒙 =
𝟏

𝟐
 

 الحل :

 ضمن دورة واحدة .  1الخطوة 
 : أجد الحلَّ

 طول دورة اقتران الجيب هو  
َّ
 بإيجاد حلِّ   𝟐𝝅بما أن

ًً
لا ني أبدأ أوَّ

َّ
، فإن

,𝟎] المعادل  ضمن الفترة 𝟐𝝅) وبالرجوع إلى دائرة.   
َّ
الوحدة، أجد أن

𝐬𝐢𝐧 𝒙 =
𝟏

𝟐
ل، والثان،  حيث يكون اقتران الجيب   في الربعين: الأوَّ

 . موجب
ً
 ا

 

ن للمعادل  في الفترة 
ىى

,𝟎]إذن، يوجد حلًّ 𝟐𝝅)  :هما ، 

𝒙 =
𝝅

𝟔
    ,    𝒙 =

𝟓𝝅

𝟔
 

 

م
َّ
: لإيجاد الحلِّ الواقع في الربع الثان، أطرح الزاوي  المرجعي   أتعل

𝝅

𝟔
 

 : 𝝅من 

𝝅 −
𝝅

𝟔
=

𝟓𝝅

𝟔
 

 

 : أجد جميع حلول المعادل .  2الخطوة 

ر كل    قِيَم اقتران الجيب تتكرَّ
َّ
ني أجد جميع حلول   𝟐𝝅بما أن

َّ
وحدة، فإن

ِ   𝟐𝝅المعادل  بإضاف  مضاعفات العدد 
ْ

ين
َّ
الصحيح  إلى كلٍّ من الحل

ِ على النحو الآتي : 
ْ

 السابقين

𝒙 =
𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅       ,         𝒙 =

𝟓𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅 

 

 

(𝟐)  𝐜𝐨𝐬 𝒙 = −
𝟏

√𝟐
 

 : أجد الحلَّ ضمن دورة واحدة .  1الخطوة 

 طول دورة اقتران جيب التمام هو 
َّ
 بإيجاد   𝟐𝝅بما أن

ً
ني أبدأ أولا

َّ
، فإن

,𝟎]حلِّ المعادل  ضمن الفترة   𝟐𝝅)  وبالرجوع إلى دائرة الوحدة، أجد.

 
َّ
𝐜𝐨𝐬أن 𝒙 = −

𝟏

√𝟐
في الربعين: الثان، والثالث، حيث يكون اقتران   

. 
ً
 جيب التمام سالبا

 

ن للمعادل  في الفترة 
ىى

,𝟎]إذن، يوجد حلًّ 𝟐𝝅)  :هما ، 

𝒙 =
𝟑𝝅

𝟒
    ,    𝒙 =

𝟓𝝅

𝟒
 

 

م
َّ
: لإيجاد الحلِّ الواقع في الربع الثان، أطرح الزاوي  المرجعي   أتعل

𝝅

𝟒
 

 : 𝝅من 

𝝅 −
𝝅

𝟒
=

𝟑𝝅

𝟒
 

لإيجاد الحلِّ الواقع في الربع الثالث، أضيف الزاوي  المرجعي            
𝝅

𝟒
الى  

𝝅 

𝝅 +
𝝅

𝟒
=

𝟓𝝅

𝟒
 

 

 : أجد جميع حلول المعادل .  2الخطوة 

ر كل    قِيَم اقتران جيب التمام تتكرَّ
َّ
ني أجد جميع  𝟐𝝅بما أن

َّ
وحدة، فإن

الصحيح  إلى كلٍّ من   𝟐𝝅حلول المعادل  بإضاف  مضاعفات العدد  

ِ على النحو الآتي : 
ْ

ِ السابقين
ْ

ين
َّ
 الحل

𝒙 =
𝟑𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒌𝝅       ,         𝒙 =

𝟓𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒌𝝅 

 ------------------------------------------ 

 : أحل كل معادل  مما يأتي :  2مثال 

(𝒂)  𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −
√𝟑

𝟐
 

 

 

𝒙 =
𝟒𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅       ,         𝒙 =

𝟕𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 

 ------------------------------------------ 

(𝒃)  𝐜𝐨𝐬 𝒙 =
𝟏

𝟐
 

𝒙 =
𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅       ,         𝒙 =

𝟕𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 
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 من المعادلات الآتية  لقِيَم :  3مثال 

ً
ىً

لًّ
ُ
 جميعها: 𝒙أحُلُّ ك

(𝟏)  𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟑 = 𝟐 

 الحل :

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟑 = 𝟐     ⇒       𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −
𝟏

𝟐
   

𝒙 =
𝟓𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅     ,       𝒙

=
𝟏𝟏𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅    ,    عدد  صحيح 𝒌 

 ------------------------------------------ 

(𝟐)  𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 =
𝟏

𝟐
 

 الحل :

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 =
𝟏

𝟐
     ⇒       𝐜𝐨𝐬 𝒙 =

𝟏

𝟐
 

𝒙 =
𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅     ,       𝒙 =

𝟓𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅    ,    عدد  صحيح 𝒌 

 ------------------------------------------ 

(𝟑)  𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −𝟎. 𝟑 

 الحل :

𝒙 = 𝟑. 𝟒𝟓 + 𝟐𝒌𝝅  ,    𝒙

= 𝟓. 𝟗𝟖 + 𝟐𝒌𝝅    ,    عدد  صحيح 𝒌 

 ------------------------------------------ 

(𝟒)  𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎. 𝟑𝟐 

 الحل :

𝒙 = 𝟏. 𝟐𝟓 + 𝟐𝒌𝝅  ,    𝒙

= 𝟓. 𝟎𝟒 + 𝟐𝒌𝝅    ,    عدد  صحيح 𝒌 

 ------------------------------------------ 

(𝟓)  𝐭𝐚𝐧 𝒙 = 𝟓 

 الحل :

𝒙 = 𝟏. 𝟑𝟕 + 𝒌𝝅  ,    𝒙 = −𝟏. 𝟑𝟕 + 𝒌𝝅    ,    عدد  صحيح 𝒌 

 ------------------------------------------ 

(𝟔)  𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 − 𝟐 = 𝟎 

 الحل :

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 − 𝟐 = 𝟎     ⇒       𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 = 𝟐 

                                   ⇒       𝐬𝐞𝐜 𝒙 = ±√𝟐 

                                   ⇒       𝐜𝐨𝐬 𝒙 = ±
𝟏

√𝟐
 

𝒙 =
𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅     ,       𝒙 =

𝟐𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅  

𝒙 =
𝟒𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅     ,       𝒙 =

𝟓𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅    ,    عدد  صحيح 𝒌 

 

(𝟕)  𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 

 الحل :

𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝟏 = 𝟎     ⇒       𝐜𝐨𝐭 𝒙 = −𝟏 

                                 ⇒       𝐭𝐚𝐧 𝒙 = −𝟏 

𝒙 = −
𝝅

𝟒
+ 𝒌𝝅     ,    عدد  صحيح 𝒌 

 ------------------------------------------ 

(𝟖)  𝐜𝐬𝐜𝟐 𝒙 − 𝟒 = 𝟎 

 الحل :

𝐜𝐬𝐜𝟐 𝒙 − 𝟒 = 𝟎     ⇒       𝐜𝐬𝐜𝟐 𝒙 = 𝟒 

                                   ⇒       𝐜𝐬𝐜 𝒙 = ±𝟐 

                                   ⇒       𝐬𝐢𝐧 𝒙 = ±
𝟏

𝟐
 

𝒙 =
𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅     ,       𝒙 =

𝟓𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅  

𝒙 =
𝟕𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅     ,     𝒙 =

𝟏𝟏𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅    ,    عدد  صحيح 𝒌 

 ------------------------------------------ 

(𝟗)  𝟐√𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟐 = −𝟏 

 الحل :

𝟐√𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟐 = −𝟏     ⇒       𝐜𝐨𝐬 𝒙 = −
𝟏

√𝟐
 

𝒙 =
𝟑𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒌𝝅     ,       𝒙 =

𝟓𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒌𝝅    ,    عدد  صحيح 𝒌 
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حل المعادلات المثلثية  الأساسي  )الزوايا غير   .2

 معروف (.
 

 في المثال السابق حلَّ معادلات مثلثية  أساسي  لنسب مثلثية  
ُ
مْت

َّ
تعل

ذات زوايا خاص . ولكنْ، إذا لم تكن الزوايا معروف ، فيُمكِنني  

 .استعمال الآل  الحاسب  لإيجادها 

 : أحل كل معادل  مما يأتي :  1مثال 

(𝟏)  𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎. 𝟔𝟓 

 الحل :

 : أجد الزاوي  المرجعي  باستعمال الآل  الحاسب .  1الخطوة 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎. 𝟔𝟓 

        𝒙 = 𝐜𝐨𝐬−𝟏(𝟎. 𝟔𝟓) 
            ≈ 𝟎. 𝟖𝟔 

ر 
َّ
: لإيجاد قياس الزاوي ، أضبط الآل  الحاسب  على نظام  أتذك

 .الراديان

 طول دورة اقتران جيب التمام هو 
َّ
 بإيجاد   𝟐𝝅بما أن

ًً
لا ني أبدأ أوَّ

َّ
، فإن

,𝟎]حلِّ المعادل  ضمن الفترة   𝟐𝝅)  وبالرجوع إلى دائرة الوحدة، أجد.

 
َّ
𝐜𝐨𝐬أن 𝒙 = 𝟎. ل، والرابع 𝟔𝟓  في الربعين: الأوَّ

ن للمعادل  في الفترة 
ىى

,𝟎]إذن، يوجد حلًّ 𝟐𝝅)  :هما ، 

𝒙 ≈ 𝟎. 𝟖𝟔    ,    𝒙 ≈ 𝟓. 𝟒𝟐 

م
َّ
: لإيجاد الحلِّ الواقع في الربع الرابع، أطرح الزاوي  المرجعي   أتعل

𝟎.  :  𝟐𝝅من  𝟖𝟔

𝟐𝝅 − 𝟎. 𝟖𝟔 ≈ 𝟓. 𝟒𝟐 

 : أجد جميع حلول المعادل .  2الخطوة 

ر كل    قِيَم اقتران جيب التمام تتكرَّ
َّ
ني أجد جميع  𝟐𝝅بما أن

َّ
وحدة، فإن

الصحيح  إلى كلٍّ من   𝟐𝝅حلول المعادل  بإضاف  مضاعفات العدد  

ِ على النحو الآتي : 
ْ

ِ السابقين
ْ

ين
َّ
 الحل

𝒙 ≈ 𝟎. 𝟖𝟔 + 𝟐𝒌𝝅        ,        𝒙 ≈ 𝟓. 𝟒𝟐 + 𝟐𝒌𝝅 

 ------------------------------------------ 

(𝟐)  𝐭𝐚𝐧 𝒙 = −𝟐 

 الحل :

 : أجد الزاوي  المرجعي  باستعمال الآل  الحاسب .  1الخطوة 

𝐭𝐚𝐧 𝒙 = −𝟐 

        𝒙 = 𝐭𝐚𝐧−𝟏(−𝟐) 
            ≈ −𝟏. 𝟏𝟏 

 طول دورة اقتران الظلِّ هو  
َّ
ني أجد حلَّ المعادل  ضمن   𝝅بما أن

َّ
، فإن

−)الفترة  
𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
𝒙. للمعادل  حلٌّ وحيد ضمن هذه الفترة، هو:   ( ≈

−𝟏. 𝟏𝟏  

ر 
َّ
 .: أجد جميع حلول المعادل  أتذك

ر كل    قِيَم اقتران الظلِّ تتكرَّ
َّ
ني أجد جميع حلول   𝝅بما أن

َّ
وحدة، فإن

الصحيح  إلى الحلِّ السابق   𝝅المعادل  بإضاف  مضاعفات العدد 

   :على النحو الآتي

𝒙 ≈ −𝟏. 𝟏𝟏 + 𝒌𝝅 

 ------------------------------------------ 

 : أحل كل معادل  مما يأتي :  2مثال 

(𝒂)  𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎. 𝟐𝟑 

 الحل :

𝒙 ≈ 𝟎. 𝟐𝟑 + 𝟐𝒌𝝅        ,        𝒙 ≈ 𝟐. 𝟗𝟏 + 𝟐𝒌𝝅 

 ------------------------------------------ 

(𝒃)  𝐭𝐚𝐧 𝒙 = −𝟐 

 الحل :

𝒙 ≈ 𝟏. 𝟔𝟕 + 𝒌𝝅        ,        𝒙 ≈ −𝟏. 𝟒𝟕 + 𝒌𝝅 
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ا  .3
ً
ا مثلثيًةا واحد

ً
 معادلات مثلثية  تحوي اقتران

ُّ
 حل

 

ا عن طريق  
ً
ا مثلثيًةا واحد

ً
يُمكِن حلُّ معادلات مثلثية  تحوي اقتران

، ثمَّ إيجاد حلٍّ للمعادل  . 
ًً
لا  فصل هذا الاقتران في أحد طرفي المعادل  أوَّ

 

 : أحل كل معادل  مما يأتي :    1مثال 

(𝟏)  𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 = 𝟓 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏 

 : أفصل الاقتران المثلثي في أحد طرفي المعادل .  1الخطوة 

𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 = 𝟓 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏 

−𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 = −𝟏 

−𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟏 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −
𝟏

𝟐
 

 : أجد الحلَّ ضمن دورة واحدة.  2الخطوة 

 طول دورة اقتران الجيب هو  
َّ
 بإيجاد حلِّ   𝟐𝝅بما أن

ًً
لا ني أبدأ أوَّ

َّ
، فإن

,𝟎]المعادل  ضمن الفترة  𝟐𝝅)           
َّ
.وبالرجوع إلى دائرة الوحدة، أجد أن

𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −
𝟏

𝟐
 في الربعين: الثالث، والرابع.  

ن للمعادل  في الفترة 
ىى

,𝟎]إذن، يوجد حلًّ 𝟐𝝅)  :هما ، 

𝒙 =
𝟕𝝅

𝟔
    ,    𝒙 =

𝟏𝟏𝝅

𝟔
 

م
َّ
: لإيجاد الحلِّ الواقع في الربع الثالث، أضيف الزاوي  المرجعي   أتعل

𝝅

𝟔
   𝝅من  

𝝅 +
𝝅

𝟔
=

𝟕𝝅

𝟔
 

لإيجاد الحلِّ الواقع في الربع الرابع، أطرح الزاوي  المرجعي           
𝝅

𝟔
من  

𝟐𝝅  

𝟐𝝅 −
𝝅

𝟔
=

𝟏𝟏𝝅

𝟔
 

 : أجد جميع حلول المعادل .  3الخطوة 

ر كل    قِيَم اقتران الجيب تتكرَّ
َّ
ني أجد جميع حلول   𝟐𝝅بما أن

َّ
وحدة، فإن

ِ   𝟐𝝅المعادل  بإضاف  مضاعفات العدد 
ْ

ين
َّ
الصحيح  إلى كلٍّ من الحل

ِ على النحو الآتي : 
ْ

 السابقين

𝒙 =
𝟕𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅        ,        𝒙 =

𝟏𝟏𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅 

 ------------------------------------------ 

(𝟐)  𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 − 𝟑 = 𝟎 

 الحل :

 : أفصل الاقتران المثلثي في أحد طرفي المعادل .  1الخطوة 

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 − 𝟑 = 𝟎 

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 = 𝟑 

𝐭𝐚𝐧 𝒙 = ±√𝟑 

 : أجد الحلَّ ضمن دورة واحدة.  2الخطوة 

 طول دورة اقتران الظل هو  
َّ
ني أجد حلِّ المعادل  ضمن   𝝅بما أن

َّ
، فإن

−)الفترة  
𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
) . 

ن للمعادل  ضمن هذه الفترة ، هما: 
ىى

 إذن، يوجد حلًّ

𝒙 =
𝝅

𝟑
    ,    𝒙 = −

𝝅

𝟑
 

 : أجد جميع حلول المعادل .  3الخطوة 

ر كل    قِيَم اقتران الظل تتكرَّ
َّ
ني أجد جميع حلول   𝝅بما أن

َّ
وحدة، فإن

ِ   𝟐𝝅المعادل  بإضاف  مضاعفات العدد 
ْ

ين
َّ
الصحيح  إلى كلٍّ من الحل

ِ على النحو الآتي : 
ْ

 السابقين

𝒙 =
𝝅

𝟑
+ 𝒌𝝅        ,        𝒙 = −

𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 

 ------------------------------------------ 

 : أحل كل معادل  مما يأتي :  2مثال

(𝒂)  𝟓 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + √𝟑 

 الحل :

𝟓 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + √𝟑 

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = √𝟑 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 =
√𝟑

𝟐
 

𝒙 =
𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅        ,        𝒙 =

𝟐𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 

 ------------------------------------------ 

(𝒃)  𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 

 الحل :

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 = 𝟏 

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 =
𝟏

𝟐
 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = ±
𝟏

√𝟐
 

𝒙 =
𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒌𝝅        ,        𝒙 =

𝟑𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒌𝝅 

𝒙 =
𝟓𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒌𝝅        ,        𝒙 =

𝟕𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒌𝝅 
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 المعادلات المثلثية  بالتحليل. .4
ُّ
 حل

 

يُمكِن حلُّ بعض المعادلات المثلثية  باستعمال التحليل، مثل  

ب  
َّ
المعادلات التي في صورة معادل  تربيعي ، والمعادلات التي تتطل

 إخراج عامل مشترك .

 

,𝟎]: أحل كل معادل  مما يأتي في الفترة    1مثال  𝟐𝝅)  : 

(𝟏)  𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 

 الحل :

𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 

(𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏)(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏) = 𝟎 

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏 = 𝟎     𝒐𝒓      𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 =
𝟏

𝟐
     𝒐𝒓      𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟏 

𝒙 =
𝝅

𝟔
  ,   

𝟓𝝅

𝟔
        𝒐𝒓         𝒙 =

𝝅

𝟐
 

,𝟎]إذن، حلول المعادل  في الفترة   𝟐𝝅)  : هي 

𝒙 =
𝝅

𝟔
  ,   𝒙 =

𝟓𝝅

𝟔
   ,   𝒙 =

𝝅

𝟐
 

 ------------------------------------------ 

(𝟐)  𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 الحل :

𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟑) = 𝟎 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎        𝒐𝒓      𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟑 = 𝟎 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎        𝒐𝒓      𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟑 

𝒙 =
𝝅

𝟐
  ,   

𝟑𝝅

𝟐
 

𝐬𝐢𝐧لا يوجد حلول للمعادل :   𝒙 = ،لأن القيم  العظمّ لاقتران  𝟑

𝐬𝐢𝐧 𝒙  1هي . 

,𝟎]لمعادل  في الفترة لًّن لحيوجد إذن،  𝟐𝝅) ماه  : 

𝒙 =
𝝅

𝟐
  ,   𝒙 =

𝟑𝝅

𝟐
 

 ------------------------------------------ 

,𝟎]أحل كل معادل  مما يأتي في الفترة  :  2مثال  𝟐𝝅) : 

(𝒂)   𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 

 الحل :

(𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏)(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏) = 𝟎 

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏 = 𝟎      𝒐𝒓       𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 =
−𝟏

𝟐
        𝒐𝒓        𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟏 

𝒙 =
𝟕𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅   ,   𝒙 =

𝟏𝟏𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅   ,   𝒙 =

𝝅

𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅 

(𝒃) 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟐) = 𝟎 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎        𝒐𝒓      𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟐 

𝒙 = 𝟐𝒌𝝅       ,       𝒙 = 𝝅 + 𝟐𝒌𝝅 

 ------------------------------------------ 

 من المعادلات الآتية  في الفترة

ً
ىً

لًّ
ُ
,𝟎]  أحُلُّ ك 𝟐𝝅)   : 

(𝟏)  𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎 
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎 
⇒ 𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎 
⇒ −𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 
⇒    𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 
⇒    (𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏)(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏) = 𝟎 

⇒     𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −
𝟏

𝟐
   ,   𝟏 

𝒙 =
𝟕𝝅

𝟔
    ,       𝒙 =

𝟏𝟏𝝅

𝟔
     ,    𝒙 =

𝝅

𝟐
 

 ------------------------------------------ 

(𝟐)  𝟑 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟕 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟐 = 𝟎 
𝟑 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟕 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟐 = 𝟎 

⇒    (𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏)(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐) = 𝟎  ⇒     𝐬𝐢𝐧 𝒙 =
𝟏

𝟑
 

𝒙 = 𝟎. 𝟑𝟒    ,       𝒙 = 𝟐. 𝟖 

 ------------------------------------------ 

(𝟑)  𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

⇒    𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏) = 𝟎 

⇒     𝐜𝐨𝐬 𝒙 = −
𝟏

𝟐
   ,   𝟎 

𝒙 =
𝝅

𝟐
    ,       𝒙 =

𝟑𝝅

𝟐
      ,     𝒙 =

𝟐𝝅

𝟑
     ,    𝒙 =

𝟒𝝅

𝟑
 

 ------------------------------------------ 

(𝟒)  𝐭𝐚𝐧𝟒 𝒙 − 𝟏𝟑 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 + 𝟑𝟔 = 𝟎 

𝐭𝐚𝐧𝟒 𝒙 − 𝟏𝟑 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 + 𝟑𝟔 = 𝟎 

⇒    (𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 − 𝟗)(𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 − 𝟒) = 𝟎 

⇒     𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 = 𝟒   ,   𝟗 

⇒     𝐭𝐚𝐧 𝒙 = ±𝟐   , ±𝟑 

𝒙 = 𝟏. 𝟏𝟏   ,   𝒙 = 𝟐. 𝟎𝟑   ,   𝒙 = 𝟒. 𝟐𝟓   ,   𝒙 = 𝟓. 𝟏𝟖 

𝒙 = 𝟏. 𝟐𝟓   ,   𝒙 = 𝟏. 𝟖𝟗   ,   𝒙 = 𝟒. 𝟑𝟗   ,   𝒙 = 𝟓. 𝟎𝟑 

 ------------------------------------------ 

(𝟓)  𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

⇒    𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙) = 𝟎 

⇒     𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎   ,   𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −
𝟏

𝟐
 

𝒙 = 𝟎    ,       𝒙 = 𝝅      ,     𝒙 =
𝟐𝝅

𝟑
     ,    𝒙 =

𝟒𝝅

𝟑
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 المعادلات المثلثية  باستعمال المتطابقات المثلثية  .5
ُّ
 .1 حل

 

ر 
َّ
ا مثلثيًةا أو أكثر، ولكنْ يتعذ

ً
تحوي بعض المعادلات المثلثية  اقتران

ها باستعمال  
ُّ
فصل هذه الاقترانات بالتحليل؛ لذا يُمكِن حل

 إلى بعض العمليات الجبري . 
ً
 المتطابقات المثلثية ، إضاف 

 

,𝟎]: أحل كل معادل  مما يأتي في الفترة    1مثال  𝟐𝝅)  : 

(𝟏)  𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎 

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎 

𝟐(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙) + 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎 

𝟐 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎 

𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 = 𝟎 

(𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏)(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐) = 𝟎 

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏 = 𝟎       𝒐𝒓      𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 = 𝟎 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −
𝟏

𝟐
       𝒐𝒓      𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟐 

𝒙 =
𝟕𝝅

𝟔
    ,    

𝟏𝟏𝝅

𝟔
 

𝐬𝐢𝐧لا يوجد حلول للمعادل :   𝒙 = ،لأن القيم  العظمّ لاقتران  𝟐

𝐬𝐢𝐧 𝒙  1هي . 

ق :
َّ
 أتحق

ض قيمتي   عوِّ
ُ
ق، أ

ُّ
 في المعادل  الأصلي  .  𝒙للتحق

 

,𝟎]إذن، يوجد حلًّن للمعادل  في الفترة  𝟐𝝅)  : هما 

𝒙 =
𝟕𝝅

𝟔
  ,   𝒙 =

𝟏𝟏𝝅

𝟔
 

 ------------------------------------------ 

(𝟐)  𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

 الحل :

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏) = 𝟎 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎       𝒐𝒓      𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎       𝒐𝒓      𝐬𝐢𝐧 𝒙 =
𝟏

𝟐
 

𝒙 =
𝝅

𝟐
    ,    

𝟑𝝅

𝟐
             𝒙 =

𝝅

𝟔
    ,    

𝟓𝝅

𝟔
 

ق :
َّ
 أتحق

 

,𝟎]إذن، حلول المعادل  في الفترة   𝟐𝝅)  : هي 

𝒙 =
𝝅

𝟔
  ,   𝒙 =

𝟓𝝅

𝟔
   ,   𝒙 =

𝝅

𝟐
   ,   𝒙 =

𝟑𝝅

𝟐
 

 ------------------------------------------ 

,𝟎]: أحل كل معادل  مما يأتي في الفترة   2مثال 𝟐𝝅)   : 

(𝒂)  𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

 الحل :

𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

𝟐(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙) − 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

−𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟐 = 𝟎 

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟐 = 𝟎 

(𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟏)(𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟐) = 𝟎 

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟏 = 𝟎       𝒐𝒓      𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟐 = 𝟎 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 =
𝟏

𝟐
       𝒐𝒓      𝐜𝐨𝐬 𝒙 = −𝟐 

𝒙 =
𝝅

𝟔
    ,    

𝟏𝟏𝝅

𝟔
 

𝐜𝐨𝐬لا يوجد حلول للمعادل :   𝒙 = ،لأن القيم  العظمّ لاقتران  𝟐−

𝐬𝐢𝐧 𝒙  1هي . 

,𝟎]إذن، يوجد حلًّن للمعادل  في الفترة  𝟐𝝅)  : هما 

𝒙 =
𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅     ,       𝒙 =

𝟏𝟏𝝅

𝟔
+ 𝟐𝒌𝝅 

 ------------------------------------------ 

(𝒃)  𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 − 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎 

 الحل :

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 − 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎 

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟑) = 𝟎 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎       𝒐𝒓      𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟑 = 𝟎 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎       𝒐𝒓      𝐜𝐨𝐬 𝒙 =
𝟑

𝟐
 

𝐜𝐨𝐬لا يوجد حلول للمعادل :   𝒙 =
𝟑

𝟐
،لأن القيم  العظمّ لاقتران  

𝐬𝐢𝐧 𝒙  1هي . 

,𝟎]إذن، حلول المعادل  في الفترة   𝟐𝝅)  : هي 

𝒙 = 𝟐𝒌𝝅     ,       𝒙 = 𝝅 + 𝟐𝒌𝝅 
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,𝟎]  الفترة في الآتية  المعادلات من كُلّ ًّ   أحُل   : 2مثال 𝟐𝝅)   : 
(𝟏)  𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟏 
𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟏 
⇒    𝟐(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙) + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟏 
⇒    𝟐 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 
⇒    −𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 
⇒    𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 
⇒    (𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟏)(𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏) = 𝟎 

⇒     𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −
𝟏

𝟐
   ,   𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟏 

𝒙 =
𝟕𝝅

𝟔
    ,       𝒙 =

𝟏𝟏𝝅

𝟔
     ,     𝒙 =

𝝅

𝟐
  

 ------------------------------------------ 
(𝟐)  𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐 𝐬𝐞𝐜 𝒙 = 𝟐 
⇒    𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐 𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝟐 = 𝟎 
⇒    𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 − 𝟏 − 𝟐 𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝟐 = 𝟎 
⇒    𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒙 − 𝟐 𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝟑 = 𝟎 
⇒    (𝐬𝐞𝐜 𝒙 − 𝟑)(𝐬𝐞𝐜 𝒙 + 𝟏) = 𝟎 
⇒     𝐬𝐞𝐜 𝒙 = 𝟑   ,   𝐬𝐞𝐜 𝒙 = −𝟏 

⇒     𝐜𝐨𝐬 𝒙 =
𝟏

𝟑
   ,   𝐜𝐨𝐬 𝒙 = −𝟏 

𝒙 = 𝝅    ,       𝒙 = 𝟏. 𝟐𝟑     ,     𝒙 = 𝟓. 𝟎𝟓  
 ------------------------------------------ 
(𝟑)  𝐜𝐬𝐜𝟐 𝒙 = 𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝟑 
⇒    𝐜𝐬𝐜𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐭 𝒙 − 𝟑 = 𝟎 
⇒    𝐜𝐨𝐭𝟐 𝒙 + 𝟏 − 𝐜𝐨𝐭 𝒙 − 𝟑 = 𝟎 
⇒    𝐜𝐨𝐭𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐭 𝒙 − 𝟐 = 𝟎 
⇒    (𝐜𝐨𝐭 𝒙 − 𝟐)(𝐜𝐨𝐭 𝒙 + 𝟏) = 𝟎 
⇒     𝐜𝐨𝐭 𝒙 = 𝟐   ,   𝐜𝐨𝐭 𝒙 = −𝟏 

⇒     𝐭𝐚𝐧 𝒙 =
𝟏

𝟐
   ,   𝐭𝐚𝐧 𝒙 = −𝟏 

𝒙 = 𝟎. 𝟒𝟔    ,       𝒙 = 𝟑. 𝟔𝟏     ,     𝒙 =
𝟑𝝅

𝟒
   ,   𝒙 =

𝟕𝝅

𝟒
  

 ------------------------------------------ 
(𝟒)  𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 = 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 
⇒    𝐭𝐚𝐧 𝟐𝒙 = 𝟑 
⇒  𝟐𝒙 = 𝟏. 𝟐𝟓   ,   𝟐𝒙 = 𝟒. 𝟑𝟗   ,   𝟐𝒙 = 𝟕. 𝟓𝟑   ,   𝟐𝒙 = 𝟏𝟎. 𝟔𝟕 
𝒙 = 𝟎. 𝟔𝟐    ,       𝒙 = 𝟐. 𝟐     ,     𝒙 = 𝟑. 𝟕𝟕   ,   𝒙 = 𝟓. 𝟑𝟒  
 ------------------------------------------ 
(𝟓)  𝟒 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 
⇒    𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 (𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏) − (𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏) = 𝟎 
⇒    (𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟏)(𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏) = 𝟎 

⇒     𝐬𝐢𝐧 𝒙 =
𝟏

𝟐
   ,   𝐜𝐨𝐬 𝒙 = −

𝟏

𝟐
 

𝒙 =
𝝅

𝟔
    ,       𝒙 =

𝟓𝝅

𝟔
     ,     𝒙 =

𝟐𝝅

𝟑
   ,   𝒙 =

𝟒𝝅

𝟑
  

 المعادلات المثلثية  باستعمال المتطابقات المثلثية   .6
ُّ
 .2حل

 

، ثمَّ  
ًً
لا ب حلُّ بعض المعادلات المثلثية  تربيع طرفي المعادل  أوَّ

َّ
يتطل

ق الناتج المعادل  الأصلي ؛ لذا يجب  
ِّ
ق
ُ
استعمال المتطابقات . وقد لا يح

ق من صِحَّ  الحلِّ 
ُّ
 .التحق

 

𝐜𝐨𝐬: أحل المعادل :  1مثال  𝒙 + 𝟏 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙   𝟎]في الفترة, 𝟐𝝅) . 

 الحل :

𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏 = 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏 = 𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 (𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏) = 𝟎 

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎          𝒐𝒓         𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎             𝒐𝒓         𝐜𝐨𝐬 𝒙 = −𝟏 

𝒙 =
𝝅

𝟐
   ,    

𝟑𝝅

𝟐
                      𝒙 = 𝝅 

ق
َّ
 :أتحق

ض قِيَم   عوِّ
ُ
ق، أ

ُّ
 في المعادل  الأصلي .  𝒙للتحق

 

,𝟎]إذن، يوجد حلًّن للمعادل  في الفترة  𝟐𝝅)  : هما 

𝒙 =
𝝅

𝟐
  ,   𝒙 = 𝝅 

 

ر 
َّ
ق المعادل  الأصلي  أتذك

ِّ
ق
ُ
 .: الحلُّ الدخيل هو حلٌّ لا يح

 ------------------------------------------ 

𝐜𝐨𝐬: أحل المعادل :   2مثال 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = ,𝟎]في الفترة   𝟏 𝟐𝝅) . 

 الحل :

𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟏 

(𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝟐 = 𝟏 

𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 = 𝟏 

𝟏 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟏 

−𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎          𝒐𝒓         𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

,𝟎]إذن، يوجد حلًّن للمعادل  في الفترة  𝟐𝝅)  : هما 

𝒙 = 𝟎  ,   𝒙 =
𝟑𝝅

𝟐
 

 بقي  الحلول لا تحقق المعادل  الأصلي  .
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ُّ
 .حل

 

ا مثلثيًةا لضعف الزاوي ، بحلِّ  
ً
يُمكِن حلُّ معادل  مثلثية  تحوي اقتران

، ثمَّ إجراء  
ًً
لا المعادل  لإيجاد قيم  النسب  المثلثية  لضعف الزاوي  أوَّ

 عملي  القسم  لإيجاد قياس الزاوي  .

 

𝐜𝐨𝐬: أحل المعادل :  1مثال  𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −
𝟏

𝟐
,𝟎]في الفترة    𝟐𝝅) . 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −
𝟏

𝟐
 

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = −𝟏 

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 = −𝟏 

 الحلَّ الوحيد للمعادل   
َّ
𝐬𝐢𝐧بما أن 𝒙 = ,𝟎]في الفترة   𝟏− 𝟐𝝅)  هو

𝟑𝝅

𝟐
𝟐𝒙، فإن    =

𝟑𝝅

𝟐
 .   

 جميع حلول المعادل  
َّ
𝐬𝐢𝐧ومنه، فإن 𝟐𝒙 = ب في صورة :  𝟏−

َ
كت
ُ
 ت

𝟐𝒙 =
𝟑𝝅

𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅    →      𝒙 =

𝟑𝝅

𝟒
+ 𝒌𝝅 

𝐬𝐢𝐧يُمكِن إيجاد حلول المعادل   𝟐𝒙 = ,𝟎]في الفترة  𝟏− 𝟐𝝅)   على

 النحو الآتي : 

𝒙 =
𝟑𝝅

𝟒
+ (𝟎)𝝅 =

𝟑𝝅

𝟒
 

𝒙 =
𝟑𝝅

𝟒
+ (𝟏)𝝅 =

𝟑𝝅

𝟒
+ 𝝅 =

𝟕𝝅

𝟒
 

𝒙 =
𝟑𝝅

𝟒
+ (𝟐)𝝅 =

𝟑𝝅

𝟒
+ 𝟐𝝅 =

𝟏𝟏𝝅

𝟒
 

,𝟎]إذن، يوجد حلًّن للمعادل  في الفترة  𝟐𝝅)  : هما 

𝒙 =
𝟑𝝅

𝟒
  ,   𝒙 =

𝟕𝝅

𝟒
 

 ------------------------------------------ 
𝟐: أحل المعادل :   2مثال  𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 = ,𝟎]في الفترة   𝟏 𝟐𝝅) . 

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 = 𝟏   →    𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 =
𝟏

𝟐
 

𝟐𝒙 =
𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅       ,        𝟐𝒙 =

𝟓𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 

𝒙 =
𝝅

𝟔
+ 𝒌𝝅       ,        𝒙 =

𝟓𝝅

𝟔
+ 𝒌𝝅 

𝒙 =
𝝅

𝟔
+ (𝟎)𝝅 =

𝝅

𝟔
   

𝒙 =
𝝅

𝟔
+ (𝟏)𝝅 =

𝝅

𝟔
+ 𝝅 =

𝟕𝝅

𝟔
 

𝒙 =
𝟓𝝅

𝟔
+ (𝟎)𝝅 =

𝟓𝝅

𝟔
 

𝒙 =
𝟓𝝅

𝟔
+ (𝟏)𝝅 =

𝟓𝝅

𝟔
+ 𝝅 =

𝟏𝟏𝝅

𝟔
 

,𝟎]إذن، حلول المعادل  في الفترة   𝟐𝝅)  : هما 

𝒙 =
𝝅

𝟔
  ,   𝒙 =

𝟓𝝅

𝟔
    ,    𝒙 =

𝟕𝝅

𝟔
     ,    𝒙 =

𝟏𝟏𝝅

𝟔
 

 من المعادلات الآتية  في الفترة : 3مثال 

ً
ىً

لًّ
ُ
,𝟎]  أحُلُّ ك 𝟐𝝅)   : 

(𝟏)  𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

 الحل :

⇒  𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒄𝒐𝒔 𝒙 = 𝟎 

⇒  𝒄𝒐𝒔 𝒙 (𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒙 + 𝟏) = 𝟎 

⇒  𝒄𝒐𝒔 𝒙 = 𝟎     ,      𝒔𝒊𝒏 𝒙 = −
𝟏

𝟐
 

𝒙 =
𝝅

𝟐
    ,    𝒙 =

𝟑𝝅

𝟐
    ,    𝒙 =

𝟕𝝅

𝟔
    ,       𝒙 =

𝟏𝟏𝝅

𝟔
  

 ------------------------------------------ 
(𝟐)  𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 = 𝟐 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 

 الحل : 
⇒  𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 = 𝟐 + 𝟏 − 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 
⇒  𝟒 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 − 𝟑 = 𝟎 

⇒  𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 =
𝟑

𝟒
 

⇒  𝐬𝐢𝐧 𝒙 = ±
√𝟑

𝟐
 

𝒙 =
𝝅

𝟔
    ,    𝒙 =

𝟓𝝅

𝟔
    ,    𝒙 =

𝟕𝝅

𝟔
    ,   𝒙 =

𝟏𝟏𝝅

𝟔
  

 ------------------------------------------ 
(𝟑)  𝐬𝐢𝐧 𝒙 − √𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎 

 الحل : 
⇒  𝒔𝒊𝒏 𝒙 = √𝟑 𝒄𝒐𝒔 𝒙 
⇒  𝐭𝐚𝐧 𝒙 = √𝟑 

𝒙 =
𝝅

𝟑
    ,    𝒙 =

𝟒𝝅

𝟑
  

 ------------------------------------------ 
(𝟒)  𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 الحل : 
⇒  𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝟏 = 𝐜𝐨𝐬 𝒙 
⇒  𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟏 = 𝟎 
⇒ (𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟏)(𝐜𝐨𝐬 𝒙 − 𝟏) = 𝟎 

⇒ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = −
𝟏

𝟐
    ,    𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟏 

𝒙 = 𝟎     ,      𝒙 =
𝟐𝝅

𝟑
    ,    𝒙 =

𝟒𝝅

𝟑
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 معادلات مثلثية  تحوي اقترانات لنصف الزاوي . .8
ُّ
 حل

 

ا مثلثيًةا لنصف الزاوي ، بحلِّ  
ً
يُمكِن حلُّ معادل  مثلثية  تحوي اقتران

، ثمَّ إجراء  
ًً
لا المعادل  لإيجاد قيم  النسب  المثلثية  لنصف الزاوي  أوَّ

 عملي  الضرب لإيجاد قياس الزاوي  .

 

𝟐: أحل المعادل :  1مثال  𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟐
− √𝟑 = ,𝟎]في الفترة   𝟎 𝟐𝝅) . 

𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟐
− √𝟑 = 𝟎 

𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟐
= √𝟑 

𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟐
=

√𝟑

𝟐
 

𝐬𝐢𝐧بما أن حلي للمعادل :   𝒙 =
√𝟑

𝟐
,𝟎]في الفترة    𝟐𝝅)  :هما

𝟐𝝅

𝟑
 ,

𝝅

𝟑
   ،

 فإن : 

𝒙

𝟐
=

𝝅

𝟑
     ,    

𝒙

𝟐
=

𝟐𝝅

𝟑
 

𝐬𝐢𝐧ومنه ، فإن جميع حلول المعادل : 
𝒙

𝟐
=

√𝟑

𝟐
 تكتب في صورة :  

𝒙

𝟐
=

𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅         ,         

𝒙

𝟐
=

𝟐𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 

𝒙 =
𝟐𝝅

𝟑
+ 𝟒𝒌𝝅         ,         𝒙 =

𝟒𝝅

𝟑
+ 𝟒𝒌𝝅 

ه عند تعويض 
َّ
لاحِظ أن

ُ
𝒌أ = 𝒙  في المعادلتين:                             𝟎 =

𝟐𝝅

𝟑
+ 𝟒𝒌𝝅   ,   𝒙 =

𝟒𝝅

𝟑
+ 𝟒𝒌𝝅              الناتج هو 

َّ
𝒙، فإن =

𝟐𝝅

𝟑
 , 𝒙 =

𝟒𝝅

𝟑
,𝟎]على الترتيب، ضمن الفترة    𝟐𝝅)  ا عند .أمى

 الناتج يكون خارج الفترة . 
َّ
خرى فإن

ُ
 تعويض قِيَم أ

,𝟎]إذن، يوجد حلًّن للمعادل  في الفترة  𝟐𝝅)  : هما 

𝒙 =
𝟐𝝅

𝟑
  ,   𝒙 =

𝟒𝝅

𝟑
 

 ------------------------------------------ 

𝟐: أحل المعادل :   2مثال  𝐜𝐨𝐬
𝒙

𝟐
− 𝟏 = ,𝟎]في الفترة   𝟎 𝟐𝝅) . 

 الحل :

𝟐 𝐜𝐨𝐬
𝒙

𝟐
− 𝟏 = 𝟎      →      𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
=

𝟏

𝟐
 

𝒙

𝟐
=

𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅         ,         

𝒙

𝟐
=

𝟓𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 

𝒙 =
𝟐𝝅

𝟑
+ 𝟒𝒌𝝅         ,         𝒙 =

𝟏𝟎𝝅

𝟑
+ 𝟒𝒌𝝅 

𝒙 =
𝟐𝝅

𝟑
+ (𝟎)𝝅 =

𝟐𝝅

𝟑
     ,    𝒙 =

𝟏𝟎𝝅

𝟑
+ (𝟎)𝝅 =

𝟏𝟎𝝅

𝟑
 

,𝟎]إذن، يوجد حلًّن للمعادل  في الفترة  𝟐𝝅)  : هما 

𝒙 =
𝟐𝝅

𝟑
  ,   𝒙 =

𝟏𝟎𝝅

𝟑
 

 من المعادلات الآتية  في الفترة : 3مثال 

ً
ىً

لًّ
ُ
,𝟎]  أحُلُّ ك 𝟐𝝅)   : 

(𝟏)  𝐭𝐚𝐧
𝒙

𝟐
− 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝟎 

 الحل : 

⇒  
𝒔𝒊𝒏

𝒙
𝟐

𝒄𝒐𝒔
𝒙
𝟐

− 𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝒙

𝟐
𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
= 𝟎 

⇒  𝒔𝒊𝒏
𝒙

𝟐
− 𝟐 𝐬𝐢𝐧

𝒙

𝟐
𝐜𝐨𝐬𝟐

𝒙

𝟐
= 𝟎 

⇒  𝒔𝒊𝒏
𝒙

𝟐
(𝟏 − 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐

𝒙

𝟐
) = 𝟎 

⇒  𝒔𝒊𝒏
𝒙

𝟐
= 𝟎     ,      𝐜𝐨𝐬𝟐

𝒙

𝟐
=

𝟏

𝟐
 

⇒  𝒔𝒊𝒏
𝒙

𝟐
= 𝟎     ,      𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
= ±

𝟏

√𝟐
 

𝒙

𝟐
= 𝟎    ,   

𝒙

𝟐
=

𝝅

𝟒
    ,   

𝒙

𝟐
=

𝟑𝝅

𝟒
  

𝒙 = 𝟎    ,    𝒙 =
𝝅

𝟐
    ,    𝒙 =

𝟑𝝅

𝟐
  

 ------------------------------------------ 

(𝟐)  𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐
𝒙

𝟐
− 𝟑 𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
= 𝟎 

 الحل : 

⇒  𝟐 (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐
𝒙

𝟐
) − 𝟑 𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
= 𝟎 

⇒  𝟐 − 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐
𝒙

𝟐
− 𝟑 𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
= 𝟎 

⇒  𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐
𝒙

𝟐
+ 𝟑 𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
− 𝟐 = 𝟎 

⇒ (𝟐 𝐜𝐨𝐬
𝒙

𝟐
− 𝟏) (𝐜𝐨𝐬

𝒙

𝟐
+ 𝟐) = 𝟎 

⇒  𝐜𝐨𝐬
𝒙

𝟐
=

𝟏

𝟐
 

𝒙

𝟐
=

𝝅

𝟑
    ,   

𝒙

𝟐
=

𝟓𝝅

𝟑
  

𝒙 =
𝟐𝝅

𝟑
    ,    𝒙 =

𝟏𝟎𝝅

𝟑
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 أسئل  متنوع 

 الجانب  أطوار القمر  : 1سؤال 
َّ
: عندما يدور القمر حول الأرض، فإن

مضاءً جزئيًةا بواسط  الشمس.   المُواجِه للأرض يكون في الغالب

صِف أطوار القمر مقدار الجزء الظاهر من سطحه بسبب 
َ
سقوط  ت

𝑭ضوء الشمس عليه، ويعطى مقياس فلكي للطور بالعلًّق :  =

𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝜽)   حيث ،𝜽   الزاوي  بين الأرض والشمس والقمر

(𝟎° ≤ 𝜽 ≤ ا يأتي: 𝜽.أجد قياس الزاوي    (𝟑𝟔𝟎°  لكل طور ممى

𝑭)  القمر الجديد (𝟏) = 𝟎) . 

𝑭 = 𝟎 ⇒
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝛉) = 𝟎 ⇒  𝐜𝐨𝐬 𝛉 = 𝟏 ⇒  𝛉 = 𝟎°  

 ------------------------------------------ 

𝑭) الهلًّل (𝟐) = 𝟎. 𝟐𝟓). 

𝑭 = 𝟎. 𝟐𝟓   ⇒
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝛉) = 𝟎. 𝟐𝟓 

                       ⇒  𝐜𝐨𝐬 𝛉 =
𝟏

𝟐
⇒  𝛉 = 𝟔𝟎°    ,    𝛉 = 𝟑𝟎𝟎° 

 ------------------------------------------ 

𝑭)القمر المكتمل   (𝟑) = 𝟏). 

𝑭 = 𝟏   ⇒
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 𝛉) = 𝟏 

                       ⇒  𝐜𝐨𝐬 𝛉 = −𝟏 ⇒  𝛉 = 𝟏𝟖𝟎° 

 ------------------------------------------ 

                             زنبرك: تعطى الإزاح  لزنبرك نابض باستعمال العلًّق  : 2سؤال 

𝒚 = 𝟒𝒆−𝟑𝒕 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝝅𝒕  ما الأوقات. (قِيَم  𝒕 )التي يكون فيها 

𝒚) الزنبرك في وضعي  الراح  =  ؟(𝟎

 الحل :

𝒚 = 𝟒𝒆−𝟑𝒕 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝝅𝒕 

𝒚 = 𝟎  ⇒   𝟒𝒆−𝟑𝒕 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝝅𝒕 = 𝟎 

               ⇒   𝐬𝐢𝐧 𝟐𝝅𝒕 = 𝟎 

               ⇒   𝟐𝝅𝒕 = 𝟎 + 𝟐𝒌𝝅      ,      𝟐𝝅𝒕 = 𝝅 + 𝟐𝒌𝝅 

               ⇒   𝒕 = 𝒌      ,      𝒕 =
𝟏

𝟐
+ 𝒌 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مهارات التفكير العليا

𝐭𝐚𝐧تبرير: اذا كان:   : 3سؤال  𝒙 +
𝒌

𝐭𝐚𝐧 𝒙
= ،  ثابت  𝒌، حيث   𝟐

ا يأتي جيب عمى
ُ
 :  فأ

ثبِت عدم وجود حلٍّ للمعادل  عندما (𝟏)
ُ
𝒌  أ > ر إجابتي 𝟏 برِّ

ُ
 .، ثمَّ أ

 الحل :

𝐭𝐚𝐧 𝒙 +
𝒌

𝐭𝐚𝐧 𝒙
= 𝟐 

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 + 𝒌 = 𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝒌 = 𝟎 

∆= 𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄 

   = 𝟒 − 𝟒𝒌 

∆< 𝟎   ⇒    𝟒 − 𝟒𝒌 < 𝟎   ⇒    𝒌 > 𝟏 

 والمعادل  لا حل لها 
ً
 اذا كان فإن المميز يكون سالبا

 ------------------------------------------ 

𝒌  أحُلُّ المعادل  عندما (𝟐) = 𝝅−:  ، حيث 𝟖− < 𝒙 < 𝝅   َّثم ،

ر خطوات الحلِّ  برِّ
ُ
 .أ

 الحل :

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 − 𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝟖 = 𝟎 

(𝐭𝐚𝐧 𝒙 − 𝟒)(𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝟐) = 𝟎 

𝐭𝐚𝐧 𝒙 = 𝟒     ,     𝐭𝐚𝐧 𝒙 = −𝟐 

𝒙 = 𝟏. 𝟑𝟑   ,   𝒙 = −𝟏. 𝟖𝟐   ,   𝒙 = −𝟏. 𝟏𝟏   ,   𝒙 = 𝟐. 𝟎𝟑  

 ------------------------------------------ 

 تبرير: أجد جميع الحلول المُمكِن  للمعادل  : 4سؤال 

𝐬𝐢𝐧(𝐜𝐨𝐬 𝒙) = ر إجابتي 𝟎 برِّ
ُ
 . ، ثمَّ أ

 الحل :

𝐬𝐢𝐧(𝐜𝐨𝐬 𝒙) = 𝟎 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎    𝒐𝒓    𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝝅 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟎   ⇒   𝒙 =
𝝅

𝟐
   ,    𝒙 =

𝟑𝝅

𝟐
 

𝐜𝐨𝐬لا يوجد حل للمعادل :  𝒙 = 𝝅   لأن القيم  العظمّ لــــــ𝐜𝐨𝐬 𝒙  1هي 

 ------------------------------------------ 

: أحُلُّ المعادل  : 5سؤال 
ٍّ
𝐭𝐚𝐧: تحد 𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙 =   :                         ، حيث 𝟓

𝟎 ≤ 𝒙 > 𝟐𝝅 . 

𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙 = 𝟓 

𝐭𝐚𝐧 𝒙 +
𝟏

𝐭𝐚𝐧 𝒙
= 𝟓 

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 + 𝟏 = 𝟓 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒙 − 𝟓 𝐭𝐚𝐧 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 

𝐭𝐚𝐧 𝒙 =
𝟓 ± √𝟐𝟏

𝟐
 

𝒙 = 𝟏. 𝟑𝟕   ,   𝒙 = 𝟒. 𝟓𝟏   ,   𝒙 = 𝟎. 𝟐𝟏   ,   𝒙 = 𝟑. 𝟑𝟓  
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